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Prefacio 


La experiencia de muchos años de leer conferencias y dirigir 
seminarios sobre el análisis matemático, en el I curso de la facultad 
de física de la Universidad Estatal de Moscú, sirvió de base para 
escribir el presente manual. Este está destinado tanto a los estu¬ 
diantes, como a quienes se dedican a la enseñanza de esta ciencia, 
sobre todo, a los profesores jóvenes que empiezan a dirigir semina- 
rios. 

El manual abarca el material dedicado al análisis matemático 
de las funciones de una variable, incluyendo los conceptos de medi¬ 
da y de la integral de Lebesgue. Esta obra no es una colección de 
problemas en sentido corriente. Como se deduce de su estructura, 
persigue el objetivo de ayudar a los estudiantes a asimilar de manera 
activa y no formal la disciplina de que se trata. Como regla, en cada 
párrafo el material está dividido en cuatro puntos. 

En el p. I —«Conceptos y teoremas fundamentales»— se exponen 
las nociones teóricas y fórmulas principales (por supuesto, sin demos¬ 
tración alguna) que son imprescindibles para solucionar los proble¬ 
mas. Las definiciones y los teoremas corresponden, en la mayoría de 
los casos, a los aducidos en el curso de V. A. Ilyin and E. _G. Poz- 
nyak «Fundamentáis of Matematical Analysis*. Mir, Moscú, 1982, 
que es el manual básico sobre el análisis matemático en la facultad 
de física de la Universidad Estatal de Moscú. A veces, después de 
formular la definición o el teorema, se dan varios ejemplos explicati¬ 
vos o algunos comentarios para facilitar a los estudiantes la percep¬ 
ción de los nuevos conceptos. En 1a medida de lo posible, los auto¬ 
res tratan de dar la interpretación física de los conceptos matemá¬ 
ticos. 

En el p. 11 —«Preguntas y tareas de control»—se incluyen cues¬ 
tiones sobre la teoría y problemas simples, cuyas soluciones no requie¬ 
ren cálculos voluminosos, pero ilustran bien una u otra tesis teóri¬ 
ca. El objetivo de este punto consiste en ayudar al estudiante en su 
trabajo independiente sobre el material teórico, ofreciéndole la po¬ 
sibilidad de controlar por su propia cuenta la asimilación de los 
conceptos principales. Se presupone que el trabajo fundamental sobre 
el material teórico, estudiando con profundidad las demostraciones 
de los teoremas, se lleva a cabo guiándose por el mencionado manual 
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o los apuntes de las conferencias. Sin embargo, para solucionar algu¬ 
nos problemas, con frecuencia, es suficiente comprender la esencia 
del teorema (o de la fórmula). Muchas preguntas de control estén 
orientadas a descubrir esta esencia. Del p. 11 el profesor puede tomar 
preguntas con el fin de comprobar el grado de preparación de los 
estudiantes para participar en los seminarios dedicados a uno u otro 
lema. 

En el p. III —«Ejemplos do resolución de problemas*— vienen 
examinados ejemplos típicos quo muestran cómo los resultados de la 
teoría puedon aplicarse en la práctica. Con esto gran atención se 
presta al análisis no sólo de los «procedimientos técnicos», sino que 
también a diferentes «puntos flacos*, por ejemplo, a las condiciones 
de aplicabilidad de uno u otro teorema o fórmula. La cantidad de 
los ejemplos analizados varía en función del volumen y de la impor¬ 
tancia del tema. A veces en el p. III se da respuesta a preguntas plan¬ 
teadas en el p. II. 

El destino del p. IV —«Problemas y ejercicios para el trabajo 
independiente*— queda definido por su título. Los autores no tienden 
a dar gran cantidad de ejercicios, sino que prestan la mayor aten¬ 
ción a su variedad. Al elegir los ejercicios, se usaron diferentes fuen¬ 
tes, entre cuyo número figuran los manuales de problemas bien cono¬ 
cidos, por ejemplo, el manual «Problemas y ejercicios de análisis 
matemático» revisado por el profesor B. P. Demidóvich, Mir, nove¬ 
na edición 1987. Por eso muchos problemas del material didáctico 
no pretenden ser originales, aunque entre ellos figura una serie de 
nuevos. Al final del libro se dan las respuestas e indicaciones para los 
problemas y ejercicios del p. IV. 

El comienzo y el fin en las soluciones de los problemas se marcan 
mediante los signos A y A, respectivamente, y en vez de la palabra 
«Indicación» se usa el signo 0. 

Los autores confían en quo el presente material didáctico ayuda¬ 
rá a los estudiantes a dominar los métodos del análisis matemático, 
en su trabajo independiente sobre esta disciplina. También tienen 
esperanza de que este libro será útil para los profesores en su trabajo 
con los estudiantes y aceptarán con agradecimiento todas las sugeren¬ 
cias y opiniones encaminadas a mejorar el contenido de aquél. 


A utores 



Notaciones principales 


N. 

R, 


[o. 61, 
i«, 6). *1; 

[o, +°o), (o, +oo 


(—00, 


—a). 
3*, 
Vx. 
z€ X. 
1 4 x, 
A UB, 

a ne. 

A \B, 
inf X, 
sup X, 
W, <*n). 

Üa», 

*=1 

lím z„ = a, 
n-*oo 

»n « *n. 


I <*> 


z„, 

lim / "zj°^ 6, 


z—a 

6, cuando x -► a. 


lim / (z) = 6, 

x ~ a + 0 

lim / (x) = 6, 

x-»a — 0 


lim 

x~a +0 

lím 

x—a-0 


/ (*) = 00 . 

/(*) = 


conjunto do todos los números naturales 
conjunto do todos los entoros 
conjunto do todos los números reales (recta nu¬ 
mérica) 
segmento 
intervalo 

8emiintervalo (semisegmento) o bien intervalo 
seniiabierto 

semirrecta 

existo al menos un x 
para todo x 

el número x pertenece al conjunto X 
el número x no pertenece al conjunto X 
unión do ios conjuntos A y B 
intersección de los conjuntos A y B 
diferencia de los conjuntos A y B 
cota inferior exacta del conjunto X 
cota superior exacta del conjunto X 
sucesión numérica 

serie numérica 

el número a es el limito de la sucesión {*„) 

la sucesión infinitamente grande (x„) tiono un 
orden de crecimiento más alto que la sucesión 
infinitamente grande (y n ) 
límite inferior de la sucesión (x n ) 

limite superior de la sucesión (z„) 


el número 6 es el limite de la función / ( 1 ), cuando 
x tionde a a 

el número 6 es el límite de la función / (z), cuando 
x tiende a a por la derecha (por la izquierda) 

la función / (z) es infinitamente grande en el 
punto a por la derecha (por la izquierda) 



iní / (x), 
sup / (r), 

D \t 

3gn z, 

a ~ p, cuando x — a, 
a «= o (P), cuando z -*■ a, 



b 


$ / (*) dx, 
a 

$ / <*) d(i (*). 

E 

i (x) « í (x) en £, 


cota inferior exacta de la función / (x) en el 
conjunto X 

cola superior exacta de la función / (x) en el 

conjunto X 
función de Dirichlet 

J arte entera del número x 
unción .signo x» 

las infinitísimos a y p. cuando x -► a, son equi¬ 
valentes 

a (x) es una infinitísima de orden mis alto que 

C i (x), cuando x -* a 
acremento de la función en un punto 
derivada de la función y =■ / (x) en el punto x 
derivada derecha (izquierda) en el punto x 
diferencial de la función y íx) 
derivada de u-ésimo orden do la función / (s) 
diferencial de n-ósimo orden de la función y (x) 
función vectorial (función vector) 

integral indefinida de la función / (x) 


integral definida de la función / (x) por el seg¬ 
mento (o, ól 

integral de Lebesgue de la función / (x) sobre 
el conjunto E 

las funciones f fx) y g (x) son equivalentes en el 
conjunto mediblo E 



Capítulo I 
Números reales 

§ 1. Comparación de los números reales 


I. Conceptos y teoremas fundamentales 

1. Representación de los números reales en forma de fracciones 
decimales infinitas. Cualquier número real a puede ser representado 
en forma de una fracción decimal infinita: 

a = ±a 0 , a,a, . . . o. 

donde de los dos signos «±» se toma uno de ellos: el más, para los 
números positivos; el menos, para los números negativos (habitual¬ 
mente el signo «más» no se escribe). 

Los números racionales pueden ser representados en forma de frac¬ 
ciones decimales ilimitadas periódicas, en tanto que los números 
irracionales, en forma de fracciones decimales ilimitadas aperiódi¬ 
cas. Algunos números racionales pueden representarse en forma de 
una fracción finita o, lo que es lo mismo, en forma de una fracción 
infinita con cero en el período. Semejantes números admiten la se¬ 
gunda representación: en forma de una fracción decimal infinita con 
la cifra 9 en el período. Por ejemplo, 

1/2 = 0,500...0... = 0,5(0), 1/2 = 0,4999...9... = 0,4 (9). 

Al comparar números reales, aprovecharemos para semejantes núme¬ 
ros racionales sólo de la primera forma de anotación (con cero en el 
período). 

2. Regla de comparación de los números reales. Sean a = ±a 0 , 

a,a, ... a n ... y b — ±b„, b,b t números reales arbi¬ 

trarios representados en forma de fracciones decimales infinitas. 

Los números a y b se llaman iguales (a = ó), si tienen signos 
idénticos y son válidas las igualdades a* = b k (Je = 0, 1, 2, . . .). 
En el caso contrario se considera que a qtx b. 

Para comparar dos números desiguales a y b examinemos tres 
casos: 

1) a y b son números no negativos. Puesto que a b, existe un 
número natural n (o bien n = 0) tal, que a* = b h (k = 0, 1, . . . 
. . ., n — 1) y s, # ¿> n . Consideraremos que a > b, si a n > y 
a < b. si a„ < b n ; 
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2) a es un número no negativo y b, un número negativo. Varaos 
a adoptar que o > b; 

3) a y b son números negativos. Diremos que a > ft, si | a 1 < 

< I b |, y a < b, si | a | > | 6 |. 

3. Algunos conjuntos de números. Los números reales pueden 
representarse mediante puntos en la recta de coordenadas*. Por eso 
el conjunto de todos los números reales se llama recta numérica, 
mientras que los propios números se denominan puntos, en tanto 
que al examinar los conjuntos de números con frecuencia se apro¬ 
vecha su interpretación geométrica. Utilicemos las siguientes nota¬ 
ciones y terminología: 

N, conjunto de todos los números naturales; 

Z, conjunto de todos los números enteros; 

R = (—oo, H-oo), conjunto de todos los números reales (recta nu¬ 
mérica); 

[a, 6], segmento, o sea, el conjunto de todos los números reales x 
que satisfacen las desigualdades a ^ x < 6; 

(a, 6), intervalo, es decir, el conjunto de todos los números reales 
x que satisfacen las desigualdades a < x < b; 

la, b) o (a, ó], semiintervalo ( semlsegmento ), o sea, el conjunto de 
todos los números reales x que satisfacen respectivamente las des¬ 
igualdades a ^ z < b, a <x ^.b; 

[a, +oo) o (fl, -f oo) o bien (—oo, al o por último (—oo, a), se¬ 
mirrecta, o bien, el conjunto de todos los números reales x que satis¬ 
facen respectivamente las desigualdades a ^ x < + oo, a<x<C 

< +oo, —oo <x^a, —oo < x < a; 

al segmento, al semiintervalo, a la semirrecta y a la recta numé¬ 
rica también los llamaremos simplemente intervalo; 

llamaremos entorno del punto c a todo intervalo que contenga el 
punto c; 

diremos entorno e del punto c al intervalo (e — e, c + e), donde 
e > 0. 

II. Preguntas y tareas de control 

1. ¿En qué consiste la diferencia entre las fracciones decimales infi¬ 
nitas que representan los números racionales y los irracionales? 

2. ¿En qué caso se dice que dos números son iguales? 

3. ¿Son válidas o no las igualdades 0,41 (9) = 0,42 (0) => 0,42? 

4. Formúlese la regla de comparación de dos números desiguales. 

III. Ejemplos de resolución de problemas 
I. Demostrar que para cada dos números reales cualesquiera a 
y b (a < b) se encontrará un número racional c tal que a < c < b. 


* Recordemos que so llama recta de coordenadas aquella en la que se han 
elegido el origen o punto de referencia, cierto segmento de escala y el sentido 
positivo. 
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A Para evidenciar, sean los números a y b positivos, es decir, 
a = a„, a,a, . . a h . . . > 0, 
b = b 0 , . . . b h -> 0. 

Si alguno de éstos es un número racional, expresado por medio de 
una fracción con período de 9, podemos escribirlo en forma de la 
fracción con período de 0. Según el planteamiento a < ó. Esto sig¬ 
nifica que existe un número entero no negativo n tal que a* = 

= b k (k = 0, 1, . . n — 1) y a„ < b n . Puesto que la cifra 9 

no es el período del número a, se encontrará un número natural i > n 
tal, que a, 9. 

Examinemos el número racional c = e 0 , c,e, donde 

c* = a h (k = 0, 1, . . i — 1), c, = a,+ 1. El número c es mayor 
que a, puesto que c* = a» (k = 0, 1, .... I — 1), e, = a, + 1 > 

> a¡, y menor que b, puesto que c* = a k = 6* (k = 0, 1, . . . 

. . ., n _ 1), c„ = a„ < b n . De esta manera, existe un número 
racional c tal que a < c < b.A 

2. Demostrar que para cada dos números reales cualesquiera ay 
b (a < b) se encontrará un número irracional a tal, que a < a < b. 

A Teniendo en cuenta las suposiciones del ejemplo 1, examine¬ 
mos el número 

<x = c 0 , c t c„ ... c, 01001 0001 ... 000 ... 01 000 ... 01 ... 

n cero6 n-f 1 ceros 

Es evidente que esta fracción es aperiódica (expliqúese por qué), es 
decir, a es un número irracional. Este número es mayor que a, pues¬ 
to que = a» (k = 0, 1, . . ., i — 1), c¡ = a¡ -(- 1 > a¡, y me¬ 
nor que b, puesto que c¡, = ó* {k = 0,1, .... n — 1), c n = a„< b n . 
Así pues, existe un número irracional a tal que a < a < b. A 

IV. Problemas y ejercicios para el trabajo Independiente 

1. Demuéstrese que V^8 es un número irracional. 

2. Represéntese la fracción 31,2 (88) en forma de otra ordinaria. 

3. Demuéstrese que toda fracción decimal periódica, que no con¬ 
tiene la cifra 9 en el periodo, puede obtenerse como resultado de 
división de dos números naturales. 

4. Demuéstrese que cualquier fracción decimal periódica, con la 
cifra 9 en el período, no puede obtenerse como resultado de división 
de los números naturales. 

5. Demuéstrese que para cada dos números reales cualesquiera a 
y b (a b) existe una infinidad de números tanto racionales, como 
irracionales oncerrados entre aquéllos. 

6. Demuéstrese la transitividad do los signos «=*, «>», es decir: 
a) si a = 6 y b = c, entonces a = c; b) si a > b y 6 > c, entonces 
a > c. 
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7. Demuéstrese que para cualquier número a son válidas las 
desigualdades — | a | ^ a ^ | a |. 

8. Demuéstrese que si x ^ y, entonces — x 2s — y. 

§ 2. Cotas exactas del conjunto de números. 

Empleo de símbolos de la lógica matemática 

I. Conceptos y teoremas fundamentales 

1. Acerca del aprovechamiento de algunos símbolos lógicos. 
Sea X un conjunto no vacío de los números reales. 

definición. Un conjunto X se llama acotado superiormente {infe¬ 
rior mente), st existe al menos un número M (m) tal que para todo 
número x del conjunto X se cumple la desigualdad x ^ M (x m). El 
número M (m) se llama cota superior (inferior ) del conjunto X. 

En esta definición, lo mismo que al enunciar muchos otros teore¬ 
mas y definiciones, se emplean las expresiones «existe al menos un» 
y «para todo». Para abreviar la escritura aprovechemos en vez de 
estas expresiones los símbolos lógicos 3 y V. 

El símbolo 3 se llama cuantificador existencial y el símbolo V, 
cuantificador universal. El hecho de que un número x pertenece (no 
pertenece) al conjunto X, lo anotaremos de la manera siguiente: 
i6K(z{ X). 

Con ayuda de los símbolos indicados la definición del conjunto 
acotado superiormente puede escribirse así: el conjunto X se dice 
que está acotado'supenormente, si 3 M € R tal que Vz 6 X se cum¬ 
ple la desigualdad x < A/, o (en forma más breve, omitiendo algunas 
palabras): el conjunto X se llama acotado superiormente, si 

3:1/ 6 RVí 6 X:x^ M. (1) 

El uso de los cuantificadores no sólo reduce las anotaciones, sino 
que además permite, recurriendo a un procedimiento muy simple, 
construir las negaciones de las oraciones (definiciones, afirmaciones) 
escritas con ayuda de aquéllos. Ilustremos este procedimiento, to¬ 
mando a título de ejemplo la negación de la definición de un conjunto 
acotado superiormente. En otras palabras, formulemos lu definición 
del conjunto no acotado superiormente. La falta de acotación supe¬ 
rior del conjunto X significa: no existo un número Al tal, que para 
cualquier x £ X se cumpla la desigualdad x < A/. E9to significa 
que para todo número A 1 existe al menos un para el .cual 

x > M. Por eso la definición del conjunto no acotado superiormente 
puede escribirse con ayuda de los cuantificadores de la manera si¬ 
guiente: un conjunto X se llama no acotado superiormente, si 

VA/ € R 3x E X-.x > A/. (2) 

Al comparar (1) y (2), vemos que para construir la negación de la 
oración (1) hay que sustituir el cuantificador 3 por V y el cuantifi- 
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cador V, por 3, mientras que la desigualdad que va detrás de los dos 
puntos, se sustituye por ia contraria. 

Esta regla puede utilizarse también para construir negaciones do 
cualesquiera otras afirmaciones que contienen los cuantificadores 

3 y V. 

2. Colas exactas de los conjuntos de números 
definición. Un número x se llama cota superior exacta del conjurt 
lo acotado superiormente A, si: 1® Vx £ A'; x < x\ 2° Vx < x3x £ 
6 X:x>x. 

La primera condición significa que x es una de las cotas superio¬ 
res del conjunto X, mientras que la segunda condición, que x es la 
mínima do las cotns superiores del conjunto X, es decir, ningún nú¬ 
mero x menor que x, ya no es su cola superior. La cota superior exac¬ 
ta del conjunto A se designa con sup X. 

De manera análoga se defino la cola inferior exacta* del conjunto 
acotado inferiormente X; ésta se designa con inf X. 

Teorema. Un conjunto no oarfo acolado superiormente ( inferior- 
mente) contiene la cota superior ( interior) exacta. 

Si el conjunto X no está acotado superiormente (inferiormente), 
entonces so escribe sup A = -f-oo (inf X = —oo). 

Un conjunto A, limitado superior o inferiormente, se llama sim¬ 
plemente acotado, es decir, 

3 M. mVx € -Y: m < x M. (3) 

II. Preguntas y tareas de control 

1. Escríbase empleando los cuantificadores la definición del conjun¬ 
to acotado inferiormente. Anótese la negación de esta definición, 
aprovechando la regla de construcción de las negaciones. 

2. Dése la definición de la cota superior (inferior) exacta do un con¬ 
junto acotado superiormente (inferiormente). 

3. Enuncíese el teorema sobre la existencia de las cotas exactas do 
un conjunto de números. 

4. Demuéstrese la unicidad de Ibs cotas exactas, es decir, que un 
conjunto limitado superiormente (inferiormente) tiene sólo una 
cota superior (inferior) oxacta. 

5. Muéstrese que las cotas exactas pueden tanto pertenecer, como no 
pertenecer al conjunto. Cítense ejemplos de conjuntos de núme¬ 
ros A, en los cuales: a) sup A € A; b) sup A (1 A; c) inf A £ A; 

d) inf A ($ A. ¿Tiene o no el conjunto A en los casos a) y b) el nú¬ 
mero máximo y en los casos c) y d), el mínimo? 

0. ¿Qué significa la notación simbólica: a) sup A = 4 -co; 
b) inf A = -oo? 


• En algunos manuales del análisis matemático la cota superior (inferior) 
exacta se llama simplemente cota superior (inferior). 
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?. ¿Qué conjunto se llama acotado? 

8. Demuéstrese que la definición siguiente de un conjunto acotado: 
un conjunto X se llama acotado, si 3A > 0 Vx £ Jf: | x | A, es 
equivalente a la dada en el p. I. 

9. Aplicando la regla de construcción de las negaciones a la defini¬ 
ción aducida en la tarea 8, enuncíese la definición de un conjunto no 
acotado. 


III. Ejemplos de resolución de problemas 

1. Hallar la cota superior exacta del intervalo (0, i). 

A El número 1 es la cota superior del intervalo (0, 1), puesto que 

Vx £ (0, i):* < 1. Más aún, Vx < 1 3a £ (0. 1): a > x. En efecto, 
si x < 0, entonces Va 6 (0, 1): a > x. Si x > 0, entonces como se 
ha mostrado en el ejemplo 1 § 1, en el intervalo (x, 1) se encontrará 
un número racional a tal, que x < a < 1, es decir, 3a £ (0, 1) : 
a > x. De esta manera, para el número 1 se cumplen ambas condi¬ 
ciones do definición de la cota superior exacta. Por consiguiente, 
sup (0, 1) = 1. Cabe advertir que la cota exacta encontrada no per¬ 
tenece al intervalo (0, 1), o sea, sup (0, 1) $ (0, 1), mientras que 
para el semisegmento (0, 11 sup (0, 11 = 1 € (0, 11. A 

2. Hallar las cotas exactas del conjunto de todas las fracciones 
racionales propias mln (m, n £ N, m < n) y mostrar que este conjunto 
no contiene los elementos mínimo y máximo. 

A Sea X el conjunto de todas las fracciones racionales propias 
mln. Puesto que Vm, n £ N mln >0, el número 0 resulta ser la cota 
inferior del conjunto X. Más aún, 

Vx>0 3a £ X: a < x. (4) 

En realidad, si x ^ 1, entonces la fracción racional propia a = 
= 1/2 satisface la condición (4). Si 0 < x < 1, entonces el número x 
puede escribirse en forma de la siguiente fracción decimal infinita: 

x = 0, Xjx, . . . x* . • ., 
y además 3n tal que x n 0. El número racional 

O = 0, X,X, . . . X n-l (*„ — 1) 1 

según la regla de comparación de los números reales satisface las 
desigualdades 0<a<x<l, o sea, es una fracción racional pro¬ 
pia y satisface la condición (4). 

Do esta manera para el número 0 se ha cumplido también la 
segunda condición de definición de la cota inferior exacta del con¬ 
junto de números. Así, pues, inf X = 0. 
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Puesto que el conjunto X contiene sólo fracciones propias, o sea, 
m < n, entonces m/n < 1. Por consiguiente, el número 1 es la cota 
superior del conjunto X. Más aún, Vx < 1 3 m/n £ X: m/n > £. 
En electo, como se ha mostrado en el ejemplo 1 § 1, existe un nú¬ 
mero racional x, tal que x < x, < 1. Ya que x, < 1, entonces x, es 
una fracción propia: x, =>m/n(m< n), o sea, x,, g X. Por consi¬ 
guiente, para el número 1 se han cumplido ambas condiciones de 
definición de la cota superior exacta del conjunto de números. De 
esta manera, sup X = 1. 

Sin embargo, inf X t = 0 $ X, ya que m/n = 0 sólo cuando 
m = 0, pero 0 (J N. Esto significa que ol conjunto X no contiene el 
elemento mínimo. De la misma manera sup X = 1 (J X, puesto 
que m/n = 1, sólo cuando m => n, lo cual contradice al requisito de 
que la fracción es propia. Entonces el conjunto X no contiene el ele¬ 
mento máximo. A 


IV. Problemas y ejercicios para 
el trabajo Independiente 

9. Sean í e 1 dos conjuntos no vacíos de números reales, ade¬ 
más Al está acotado superiormente, mientras que Y forma parte de 
X. Demuéstrese que y también está acotado superiormente vsup Y <1 
< sup X. 

10. Hállense las cotas exactas de un conjunto de números ra¬ 
cionales x que satisfagan la desigualdad x s < 2. 

11. Sea A un conjunto de números con signo opuesto a los nú¬ 
meros que pertenecen al conjunto B. Demuéstrese que: a) inf A = 
= — aupfi; b) sup A = — inf B. 


§ 3. Operaciones aritméticas 
con los números reales 


|. Nociones fundamentales 

1. Adición y multiplicación de los números racionales. Para los 

números racionales se conocen las reglas de adición y de multiplica¬ 
ción siguientes: 


m i | m a _ m t m f _ m 1 m 1 

n i n x n t * n, n s n x «, * 


(i) 


Determinemos las operaciones de adición y de multiplicación 
para cualesquiera números reales. 

2. Adición de los números reales. Sean x e y dos números reales 
arbitrarios y x, e y¡, cualesquiera números racionales que satisfagan 
las desigualdades 


( 2 ) 


2-0151 


y t < y- 


n 



En adelante, el símbolo (x, + 1 / 1 ), significará que los números 
x, e y, se suman según la regla (1) de adición de los números racio¬ 
nales. Examinemos el conjunto {(x, + y,) r ) de toda clase de sumas 
de los números racionales x, e y, que satisfacen la condición (2). Este 
conjunto está acotado superiormente y, por consiguiente, tiene la 
cota superior exacta. 

Se llama suma de los números reales x e y sup {(x, + ¡/,) r ). 

3. Multiplicación de los números reales. Sean x e y dos números 
reales positivos arbitrarios, mientras que x, e y, cualesquiera núme¬ 
ros racionales que satisfagan las desigualdades 0 < x, ^ x, 0 < y¡ ^ 
< y. En lo sucesivo el símbolo (x,y,) r significará que los números x, 
e y, se multiplican según la regla (i) de multiplicación de los núme¬ 
ros racionales. Examinemos el conjunto {(x t y,) r J de toda clase de 
productos de semejantes números racionales. Este conjunto está 
acotado superiormente y, por consiguiente, tiene la cota superior 
exacta. 

Se llama producto de los números reales positivos x e y 
sup {(x,(/,),}. 

El producto de los números reales de cualquier signo lo defini¬ 
remos mediante las reglas siguientes: 

I a x-0 = 0-x = 0; 

oa _ / | x | • | y 1, si x e y tienen signos iguales; 

¿ x y l —| x |-1 y |, si x e y tienen signos diferentes. 


II. Preguntas y tareas de control 

1. Formúlense las reglas de adición y de multiplicación de dos nú¬ 
meros reales cualesquiera. Demuéstrese que los conjuntos 
((x, + y,),} y {(xjy,),} que figuran en estas reglas, están acotados 
superiormente. 

2. Demuéstrese que la regla de adición de los números reales tiene 
las siguientes propiedades: a) i + y = J + * (conmutatividad); 
b) (* + y) + * = * + (ü + 3 ) (asociatividad). 

3. Demuéstrese que la regla de multiplicación de los números reales 
tiene las siguientes propiedades: a) xy — yx (conmutatividad); 
b) (xy) z = x (yz) (asociatividad). 

III. Ejemplos de resolución de problemas 

I. Demostrar que la adición de dos números racionales según la 
regla de adición de los números reales da el mismo resultado que 
su adición aplicando la regla (1) para los números racionales. 

A Sean x e y dos números racionales arbitrarios y (x 4- y) r < su 
suma obtenida según la regla de adición de los números racionales, 
(x -f y), la suma obtenida recurriendo a la regla de adición de los 
números reales, es decir, x + y = sup {(z, -j- y,) r } donde x, e y, 
son cualesquiera números racionales que satisfagan las desigualda- 


18 



des x, ^ x, y l ^ y. Hay que demostrar que x -p y = (x -p y) r o 
bien 


sup {(a, + ir,),} = (x + y) r . 


Para esto según la definición de la cota superior exacta del conjunto 
hace falta mostrar que: 

1° V(x, + y,), 6 {(x, + y,),}: (x, + y,), < (* + y)rl 


2 o V x < (x + y), 3(x, + y,) r € ((x, + y,) T ): (x, + y,) r > x. 


Puesto que x, ^ x e y, ^ y, entonces (x, -p y,), ^ (x -|- y) r 
(para los números racionales se conoce esta propiedad de las desigual¬ 
dades). Por consiguiente, se cumple la 1* condición. Mostremos que 
también se ha cumplido la 2* condición. 

Sea x un número arbitrario, menor que (x + y) r . Entre los nú¬ 
meros x y (x -p y) r se encontrará un número racional a (véase el 
ejemplo 1 del § 1): x <a < (x -P y) r . Supongamos S = (x + y), — 
— a (la resta se efectúa según la regla de sustracción de los números 
racionales). Entonces a ss¿ (x + y) r — ó y, puesto que ó > 0, ten¬ 
dremos que existe un número natural n tal, que 2 In < ó. 

Examinemos ahora los números racionales x, = x —-i-e y,=y— 
—i-. Ya que x,<x e y,<y, resulta que (x t -P yj, £ {(x, + y,) r ). 

2 

Además (x, -p y,) r = (x-p y),-— > (x + y) r — ó = a, puesto que 



Así pues, (x¡ -p y,) r > a > x, es decir, (x, -f y¡) r > x. De esta 
manera hemos mostrado que está cumplida la 2 a condición. ▲ 

2. Demostrar que Vx: x -p (—x) = 0. 

ASean x, e y, dos números racionales cualesquiera que satisfa¬ 
gan las desigualdades x, ^ x, y¡ ^ —x. Hay que demostrar que 
sup {(x, + y,),} = 0, es decir, 

1° V (x, + y,) r € <(x, + y,) r }: (*, + Vx), < 0; 

2 o Vx < 0 3 (x, + y,) r € {(*i -P y t )r}: (*i + Vi), > *■ 


Puosto que y, ^ —x, entonces — y l > x (esto se comprueba fá¬ 
cilmente, aprovechando la regla de comparación de los números rea¬ 
les; véase el ejer. 8 del § 1). De las desigualdades x,^iyi^ —y, 
en vigor de la transitividad del signo se deduce quex, ^ —y, y, 
por consiguiente, (x, -p y,), ^ 0. De esta manera se ha cumplido 
la I a condición. 

Mostremos que tambiéi queda cumplida la 2 a condición. Sea x 
un número negativo arbitral'o. Puesto que —x >0, se encontrará 
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un número natural n tal, que 1/10" <—x, es decir, —1/10" > x. 
Presentemos el número x en forma de una fracción decimal infinita 
(consideremos para precisar que x > 0): 

X = x„ x,x, ... x n ... . 

De la regla de comparación de los números reales se deduce que 

*t*« 

!/i“ -x 0 . x,x, ... x n —jijr < —x. 

De esta manera (x, + p,) r g {(x, + ¡i,),}. Además (x, y¡) r => 
= —1/10" > x, es decir, hemos demostrado que se ha cumplido la 
2 a condición. ▲ 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

12. Demuéstrese que la multiplicación de dos números raciona¬ 
les según la regla de multiplicación de los números reales da el mis¬ 
mo resultado que su multiplicación empleando la regla (1) para los 
números racionales. 

13. Demuéstrese que Vx: x + 0 = x. 

14. Demuéstrese que Vx, y existe el único número z tal que 
x = y -|- z (z se llama diferencia de los números x e y: z = x — y). 

15. Demuéstrese que Vx: x-1 = x. 

16. Demuéstrese que Vx 0 3x': xx' = 1. 

17. Demuéstrese que Vx y Vp # 0 existe el único número z tal, 
que x = pz (z se llama cociente de los números x e y: z = x/y). 

18. Demuéstrese que Vx, y, z: (x + y) z = xz -j- yz. 

19. Demuéstrese que si x > y, entonces Vz: x + z> y + z. 

20. Demuéstrese que si x > y, entonces Vz > 0: xz > yz. 

21. Demuéstrese la validez de las desigualdades: a) | x 4- y | 

< I x 1+ I uji b) I x — y | I * I — I y \- 

22. Sean a , Y dos conjuntos acotados no vacíos de los números 
reales y T, un conjunto de toda clase de sumas x -j- y, donde x g X, 
y g Y. Demuéstrese que el conjunto T está acotado y que: a) sup T — 
= sup X + sup Y; b) int T >= inf X -f inf y. 

23. Sean X, Y dos conjuntos acotados no vacíos de los números 
reales no negativos y B. un conjunto de toda clase de productos xy, 
donde x g X, y g Y. Demuéstrese que el conjunto B está acotado y 
que: a) sup B = sup X -sup y; b) inf B ~ inf X inf Y. 

24. Calcúlense las tres primeras cifras significativas de la su¬ 
ma: a) 4+V3, b) VZ + VT- 

25. Hállense los tres primeros dígitos decimales del producto 

a) b) VZ-VT. 
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28. Sean A y B dos conjuntos no vacíos de los números reales, 
en los cuales cada número de A es menor que todo número de B y 
para cualquier e > 0 existen x £ A e y g B tales, que y — x < e. 
Demuéstrese que sup A — inf B. 

§ 4. Método de inducción matemática 

I. Conceptos fundamentales 

Para demostrar que cierta afirmación es válida para todo número 
natural n, empezando por n 0l es suficiente demostrar que: 

a) esta afirmación es válida para n = n 0 ; 

b) si la afirmación dada es válida para cierto número natural 

también es válida para el número natural que le sigue 

k + 1. 

Semejante método de demostración se llama método de inducción 
matemática. 

II. Preguntas de control 

1. ¿En qué consiste el método de inducción matemática? 

2. Aplicando el método de inducción matemática, demuéstrese que 
Vn € N: n < 2 n -'. 

III. Ejemplos de resolución de problemas 
f. Demostrar que Vn £ N y Vz> —1 es válida la desigualdad 

(1 -f- x)" > 1 + nx (DESIGUALDAD DB BERNOULLI). (1) 

A Demostremos la desigualdad (t) aplicando el método de induc¬ 
ción matemática. Si n = 1, entonces la desigualdad (1) es válida, 
puesto que se reduce a la igualdad lícita. Supongamos que la corre¬ 
lación (1) es válida para el número natural k y V* > —1: 

(! + *)*> 1+ kx. (2) 

Ya que x > —1, 1 + x > 0. Multipliquemos la desigualdad (2) por 
el número positivo 1 + x: 

(1 +*)*“> 1 +kx + x+kx*. 

Suprimiendo el sumando no negativo kx * en el segundo miembro, 
obtenemos la desigualdad 

(l+x) A, ‘>l + (* + i)*. 

liemos demostrado que la desigualdad (i) es válida para el número 
natural k + 1 y Vx > —i. Con esto está demostrado que la corre¬ 
lación (1) es válida ¥n € N y Vz > — 1. A 

2. Demostrar que para cualesquiera n números positivos y¡, 
y%, . ■ .. y n , que satisfagan la condición de 

y¡y t • • • y n - l. (3) 
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tiene lugar la correlación 

i/i + 1 1, + . . . + y n > n. (4) 

A Cuando n = 1, de la condición (3) se deduce que !/, = 1. Por 
esto la correlación (4) está cumplida. 

Supongamos que, cuando n = k, de la condición (3) se deduce la 

correlación (4) y que A; + 1 números positivos y„ . üu. 

y¡,+¡ satisfacen la condición (3). Demostremos que para éstos queda 
cumplida la correlación (4). Si todos estos números son iguales a 1, 
su suma será igual a k + 1 y la correlación (4) tiene lugar. Pero si 
entre los números indicados existe al menos uno distinto de 1, en¬ 
tonces obligatoriamente se encontrará un número más que no sea 
igual a 1. Con la particularidad de que si uno de estos últimos núme¬ 
ros es. mayor que 1, el otro será menor que 1, Sin desviarnos de la 
generalidad supongamos que y k > 1, ¡/»+, < 1. El producto k de los 
números y ¡, g 2 , . . g*- 1 > g*g* +1 en virtud de la condición (3) es 
igual a 1. Por eso según la suposición inductiva 

gl + Vi + • • • + üh-l + VkVk+l k. 

De aqui obtenemos 

y¡ + ga + • • • 4- y*+i 4- ¡/<.g*+i ^ k + y k + g*+i, 

o bien 

Si r ís + g*+i > k + 1 4- y* + ¡t*+i — g»g»+i — 1 = 

= k + l (l — y*+i) (gj, — 1) k -f- 1, 

es decir, la correlación <4) está cumplida para n = k -f- 1. De esla 
manera para cualesquiera n números positivos que satisfagan la 
condición (3), se ha cumplido la correlación (4). A 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


Aplicando el método de inducción matemática, demuéstrese quo 
Vn 6 N son válidas las igualdades: 

27. 1 + 2 + 3 + . . . + n = 0,5 n (« + <)■ 

28. 1 * + 2' J + 3« + . . . + n a = -g " (* + t) (2n + 1). 


29. 1» + 2 3 + 3» + ... + n» = 0,25 n* (n + 1) ! . 

Valiéndose del método de inducción matemática, demuéstrese la 
validez de las desigualdades: 

I 1 3 2a-1 ^ 1 

30 ‘ T*T-2T 


K2a + 1 

31, l4 :-7f+-7r+---+-¡7T>/"(">2). 


32. n n+ *>(n + l) n (n 5* 3). 
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33. * 1+ *‘~ l ~ n • +r ' 1 x,x, ... x n , cuando x A ^0, k = 1, 
... n (la media geométrica de n números no negativos no supera 
su media aritmética); 

34 . Y a +Vn+... + V° < 0,5(1 + 1/47+1). Va> 0 . 


Capíiulo II 

Límite de una sucesión 

§ 1. Sucesiones acotadas y no acotadas. 

Límite de una sucesión 

I. Conceptos y teoremas fundamentales 

Si a cada número natural n se ha puesto en correspondencia 
cierto número x„, se dice que hemos definido una sucesión numérica 
( o simplemente una sucesión) x¡, x¡, x 3 , . . ., x„, .... En forma 
abreviada la sucesión se denota con el símbolo (r,j o (x„). El núme¬ 
ro x„ recibe el nombre de término ( elemento ) de la sucesión y n, nú¬ 
mero del término. 

Las sucesiones de las formas { x n -j- y„), ¡x„ — y„}, {x n (/„). 
se llaman suma, diferencia, producto y cociente de dos sucesio¬ 
nes, respectivamente: jz n j e {g„} (para el cociente y„ ^ 0 ). 

definición. La sucesión {x„} se llama acotada, si 3A/ > 0 tal 
que Vn: | x n | < M. 

Desde el punto de vista geométrico esto significa que todos los 
términos do la sucesión se encuentran en cierto entorno (entorno M) 
del punto x = 0 . 

definición. La sucesión {x„} se llama no acotada, si VM > 0 
3 n: | x„ | > M. 

definición. El número a recibe el nombre de límite de la sucesión 
{*„}, si Ve > 0 3N 6 N tal que Vn > N: | x„ — a | < e. Su nota¬ 
ción es: lím x n = a. 

n-*o o 

Desde el punto de vista geométrico esto significa que en todo 
enlomo e del punto a se encuentran lodos los términos de la suce¬ 
sión, empezando por cierto número (que depende, hablando en ge¬ 
neral, do e) o, lo que es lo mismo, fuera de todo entorno e del punto 
a se encuentra sólo un número finito de términos de la sucesión. 

La sucesión que tiene límite se llama convergente y la sucesión 
que no lo tiene, divergente. 
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Teorema 1. Una sucesión convergente tiene sólo un limite. 
Teorema 2 (condición necesaria de convergencia de una sucesión). 
La sucesión convergente está acotada. 


II. Preguntas y tareas de control 

1. Enuncíense las definiciones: a) de la sucesión; b) de la sucesión 
acotada y de la no acotada; c) del límite de una sucesión. Dése 
la interpretación geométrica de estas definiciones. 

2. ¿Es equivalente la definición del límite de una sucesión a la 
siguiente definición: lím z„ = a, si Ve > 0 3 un número po¬ 
sitivo K (no obligatoriamente natural) tal que Vn > K : |i„ — 
— a | < e? 

3. Muéstrese, citando un ejemplo, que el número N, que figura en la 
definición del límite de la sucesión, depende, hablando en gene¬ 
ral, de e. 

4. Supongamos que la sucesión {z„} y el número a satisfacen la con¬ 
dición: 3N tal, que Ve>0 y Vn > N: | z„ — a | < k. ¿Sa¬ 
tisfará toda sucesión que converge hacia a esta condición? ¿Cuál 
será la interpretación geométrica de esta condición? 

5. Sea lím x n = a. 

a) ¿Podrán todos los términos de la sucesión ser positivos (nega¬ 
tivos), si a = 0? 

b) ¿Podrá la sucesión tener una cantidad infinita de términos 
negativos (¡guales a cero), si a > 0; a 0? 

c) Demuéstrese que lím * n+1 = a, lím i n+2 = a. 

n-co n—<*> 

d) Demuéstrese que {*„} está acotada. 

6. Supongamos que en cierto entorno del punto a se halla una can¬ 
tidad infinita de términos de la sucesión {x„}. ¿Se podrá deducir 
de esta condición que: a) lím x n = al b) ningún punto fuera 

de este entorno sea el límite de la sucesión {z„}? c) (i B ) está 
acotada? 

7. Supongamos que en todo entorno del punto a se halla una canti¬ 
dad infinita de términos de la sucesión (z„). ¿Se podrá deducir 
do aquí que: a) lím z„ = a? b) (i n ¡ esté acotada? 

8. ¿Qué sucesión se llama: a) convergente; b) divergente? 

9. Sea que la sucesión {*„} está acotada (no acotada). ¿Se podrá 
deducir de esta condición que aquélla converge (diverge)? 

10. Supongamos que la sucesión converge. ¿Será convergente la 
sucesión que se obtiene a partir de la inicial, si: 

a) de ésta se elimina un número finito de términos y los restan¬ 
tes se enumeran de nuevo en orden de su secuencia? 

b) a aquélla se agrega un número finito de términos, enume¬ 
rando los términos de la sucesión en orden de su secuencia? 
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c) se cambia en aquélla de manera arbitrarla un número 
finito de términos'* 

11. Demuéstrese que la sucesión convergente tiene sólo un límite. 

12. Enúnciese la condición necesaria de convergencia de una suce¬ 
sión. 

III. Ejemplos de resolución de problemas 

1. Enunciar en el lenguaje «e — A* la definición de que el nú¬ 
mero a no es el límite de la sucesión {x„} (a ^ lím x„) y dar la 

n-*ao 

interpretación geométrica de esta definición. 

A Según la definición del límite de la sucesión a = lím x„, 

n-*oo 

si Ve > 0 3A tal que Vn > A: | x n — a | < e. Aprovechando la 
regla de construcción de las negaciones, obtenemos: a lím x„, 

si 3e > 0 tal que VA 3n > A: | x„ — a | > e. 

De manera más detallada esto puede escribirse así: a lím x n , 

n-oo 

si 3e > 0 tal que: 

para A = 1 3rt,>l: |x„,— a|>-e, 

para A = 2 3re 8 >2: ]x„, —a|^e, 

para A = 100 3n 100 >100: |Zn,„—a| > e. 


De este modo agfc límx„, si existe e>0 y la sucesión de los 

n-*oo 

números {/!„•} (A=>1. 2, 3, ...) tales, que n x >A y |x„_ v — 
— a| 3*e. 

La interpretación geométrica de esta definición es: a lím x„, 

«-*» 

si existe cierto entorno e del punto a, fuera del cual se encuentra 
una cantidad infinita de términos de la sucesión. A 

2. Demostrar que la sucesión x„ = 2"<- |)n no esté acotada. 

A En virtud de la definición de la sucesión no acotada hay que 
mostrar que VA/ > 0 3n g N, para el cual | x„ | > M. Prefijemos 
un número M > 0 arbitrario y tomemos cualquier número par n 
que satisfaga la desigualdad n > log a M. Para tal n tenemos 
x„ => 2" > 2 l0 ** M = M, 

lo que se trataba de demostrar. A 

3. Valiéndose de la definición para el límite de la sucesión 

c.on 

demostrar que lím —s- — 5. 

n-oo ¿ 

A Prefijemos un e > 0 arbitrario y examinemos el módulo de 
la diferencia entre el n-ésimo término de la sucesión y el número 5: 

| 5-3 n c | in 
| 3"—2 °| ~ 3 n —2 ‘ 
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En correspondencia con la definición del límite de una sucesión 
debemos indicar un número N tal que Vn > N se cumpla la des¬ 
igualdad 

<*> 


Para encontrar el número N resolvemos la desigualdad (1) respecto 
a n. Obtendremos 


"> lo ej (-7- + 2 ). 


( 2 ) 


De la desigualdad (2) se deduce que como N puede tomarse la 
parte ontera del número log 3 (- 7 - + 2 J: 


En efecto, si n> N, entonces 

(t" +2)]-t-1 > '«ga (-7 b 2), 


o sea, es cierta la desigualdad (2) y en este caso Vn > N se cumple 
también la desigualdad (1). (Cabe señalar que, cuando e > 10, tene¬ 
mos N = [logj (7 + 2 )} = 0 y por eso la desigualdad (1) es 
válida V» 6 N.) 

Así, pues, para un e>0 arbitrario hemos indicado un nume¬ 
ro JV = [log s +2)] tal que Vn>iV se cumple la desigualdad 


I 5-3™ 


— 5 <e. 


Según la definición del límite de una 


sucesión esto significa que 


lim 

n-w 


5.3" 
3"-2 


= 5. 


▲ 


4. Aprovechando la definición de límite de una sucesión, de¬ 
mostrar que lim -* •=. - = 0 . 

n-»oo y ni .... z 

A Adoptemos un e > 0 arbitrario. Es necesario indicar un nu- 
mero N tal que Vn > N se cumpla la desigualdad 

l/yñí<e. (3) 


No vamos a tender a encontrar el número N mínimo, empezando 
por el cual se cumple la desigualdad (3). Indiquemos un número 
«con cierta reserva», resolviendo una desigualdad más simple 

2 In < e. (4) 
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Puesto que Vn 6 N: n! > n (rtl 4) (demuéstrenlo), entonces Vn 6 N 
es cierta la desigualdad 

l/|^ñT<2/n (5) 

y por eso la desigualdad (3) es corolario de la desigualdad (4). Resol¬ 
viendo respecto a n la desigualdad (4), obtenemos 

n > 2 /e. ( 6 ) 

Hagamos N = 12/el. Si n > N, resulta que n > |2/e] + i > 2/e, 
es decir, se cumple la desigualdad ( 6 ) y, por consiguiente, las des¬ 
igualdades (4) y (3). De esta manera, Ve>0 3/V (N = 12/e|) tal que 

Vn > N: UVñ\ < e. Con esto queda demostrado que lím = 

»-» v ñl 

= 0. A 

Los ejemplos examinados muestran de qué manera hace falta de¬ 
mostrar que lim x„ — a, recurriendo a la definición para el lí- 

ti —03 

mite de una sucesión. Hay que escribir la expresión | x„ — a | y 
elegir (si esto es conveniente) una sucesión {g„} tal que, en primer 
lugar, Vn | x„ — a | ^ y n , en segundo lugar, la desigualdad 

y n < e, (7) 

para un e arbitrario, se resuelva de la manera suficientemente simple 
respecto a n. Supongamos que la solución de la desigualdad (7) 
tiene la forma 

n > / (e). 


donde / (e) > 0. Entonces a título do N puede tomarse 1/ (e)J (en 
caso de que resulte que 1/ (e)I = O, la desigualdad (7) será válida 
Vn). De esta manera, Vn > N = (/ (a)l resultaré cumplida la desi¬ 
gualdad | x n — a | < e, y esto precisamente significa, según la de¬ 
finición para el límite de una sucesión, que lím x„ = a. 

n-*oo 

5. Se sabe que lím x n = O y x„ >0 Vn. Demostrar que 
para a > O, lím x“ = 0. 

n-*oo 

A Según el planteamiento, lím x„ = O, es decir, Ve, > O 
3/V, tal que Vn > N, es válida la desigualdad 

I *« I < e,- (8) 

Demuéstrese: Ve > O S/V tal que Vn > N: | x°¡ | < e o, lo que es 
equivalente, 

I r » !<e , /“. (9) 

Prefijemos un e > O arbitrario y pongamos e, ■= e‘'“ (e, > 0). 
Para este ejB/V, tal que Vn > /V, es válida la desigualdad (8), es 
decir, I x„ | < e'"». Así pues, Vn > /V = TV, es cierta la desigual¬ 
dad (9). Con esto queda demostrado que lím :r“ = 0. A 
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IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo Independiente 

1. ¿Estarán acotadas las sucesiones: a) x„ = (—1)”-^; b) *n = 

=> 2 n; c) x n = In n; d) x n = sen n; e) {*„} = 1. 0, 2, 0, 3, 0, 4, 
0, 5, 0, 6, . . .? Arguméntense las respuestas. 

2. Valiéndose de la definición para el límite de una sucesión, 
demuéstrese que: 


a) lim =0; b) lím-^- = 2; c) liin-í2H=0; 

ll-~ " Tl-OO “+» TI-.» " 

d) lím log n 2 =-0; e) lim . =0; 

n-oo n-oo n ' ^ ' 1 

f) lím (0,8) n = 0; g) lím -^±^-=5; 

n—oo n**flo ** 


3. Se conoce que límx n =a. Demuéstrese que: 
a) lím (x„ +l — z n ) = 0; b) lím |i n | = |n|; 

n—oo n-~ oo 

c) lím x t „ = á 1 . 

n-*oo 


4. Sea lím |i„| = |a|. ¿Se puede deducir de aquí que lím.r„ — al 

T!-™ _ »-•» 

5. Demuéstrese que la sucesión {x„} diverge, si: a) x n = n; 
b) i, = In n; c) i„ = n l ' ,>n . 

6 . Supongamos que la sucesión ¡r„j converge y M = sup (i,J, 
m = inf (x„). Demuéstrense que: o 3n tal que i, = M\ o bien 3 k 
tal que x¡, — m; o por último 3n y k tales, que x n = M, x k — m. 
Cítense ejemplos de sucesiones de estos tres tipos. 


§ 2. Sucesiones infinitésimas e infinitas 
I. Conceptos y teoremas fundamentales 
definición. Una sucesión |i,l se llama infinitésima o infinita¬ 
mente pequeña , si lím x„ = 0. 

n-*oo 

definición. Una sucesión {a: n } se llama infinita o infinitamente 
grande, sí VA > 0 3V tal que Vn > N: | x„ | > A. 

Desde el punto de vista geométrico esto significa que en todo en¬ 
torno (tan grande como se quiera) do cero se encuentra sólo un nú¬ 
mero finito de términos de la sucesión, mientras que fuera del mis¬ 
mo, una cantidad infinita de términos. 

Si lasucesión {x„}es infinita, entonces se escribe lím *, =» oo. 

n-*oo 

Si además, empezando por cierto número, todos los términos de la 
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sucesión infinita son positivos (negativos), entonces se escribe 
lím = -(-<» (—oo). Es de advertir que la sucesión infinita no 

n-*« 

es convergente y la anotación simbólica lím x n = +oo (—oo) 

n-»oo 

sólo significa que la sucesión (z„) es infinitamente grande, pero de 
ningún modo significa que tiene limite. 

Toda sucesión infinita es ilimitada (no acotada), puesto que 
fuera de cualquier entorno de cero existe un término de aquélla (in¬ 
cluso pueden ser varios términos, empezando por cierto número). 
Lo inverso no es cierto: una sucesión no acolada puede ser no infi¬ 
nita. 

Teorema 3. La suma algebraica de un número finito de sucesiones 
Infinitésimas es una sucesión Infinitésima. 

Teorema 4. El producto de una sucesión infinitésima por una acota¬ 
da es una sucesión infinitésima. 

corolario. El producto de un número finito de infinitésimos es un 
infinitésimo. 

Teorema 5. Si una sucesión ¡x„} es infinita , entonces , empezando 
por cierto número n, queda definida la sucesión (l/x„} que es infini¬ 
tésima. Si una sucesión jx„) es infinitésima y Vn x„ 0, entonces la 
sucesión {l/x n ) resulta infinita. 

II. Preguntas y tareas de control 

1. Enúnciense las definiciones: a) de una sucesión infinitésima; 
b) de una sucesión infinita. Dése la interpretación geométrica 
de estas definiciones. 

2. Enuncíese en el lenguaje «e — N» la negación de que una suce¬ 
sión es a) infinitésima; b) infinita. Dése la interpretación geo¬ 
métrica de estas negaciones. 

3. Dése la definición que corresponda a la notación simbólica 

lím x„ = — 00 . 

n-*oo 

4. Supongamos que una cantidad infinita de términos de una su¬ 
cesión se encuentra: a) en todo entorno de cero; b) fuera de dicho 
entorno. ¿Se podrá deducir de la condición a) (de la condición 
b)l que la sucesión es infinitésima (o bien infinita), acotada o no 
acotada? ¿Se desprenderá de la condición a) |de la condición b)l 
que la sucesión no es infinitésima o bien infinita? 

5. Se sabe que la sucesión {x„l es: a) infinitésima; b) infinita. ¿Se 
desprenderá de esto (a condición de que x„ # 0 Vn) que la su¬ 
cesión {l/x„} es a) infinita; b) infinitésima? 

6 . a) ¿Será acotada una sucesión infinitésima? 

b) ¿Una sucesión infinita será no acotada o bien convergente? 

c) ¿Será infinita toda sucesión no acotada? 

7. Se conoce que y n 0 Vn y: a) lim x„ = lím y n = 0; 

n-+ao Ti—00 

b) lím x n = lím y n = oo. ¿Puede la sucesión {xJy n ) ser 

n-*oo n— 00 
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infinita o infinitésima, o bien convergente, o por último diver¬ 
gente, pero no infinita? Adúzcanse ejemplos. 

8 . Demuéstrese que la suma de dos sucesiones infinitésimas es una 
sucesión infinitésima. ¿Será cierta la afirmación análoga para 
las sucesiones infinitas? Arguméntese la respuesta. 

9. Demuéstrese que si lím x n = oo, entonces, empezando por 

n-*oo 

cierto número n, queda determinada la sucesión (1 /*„), con la 
particularidad de que lím (1/¿r n ) = 0. 

T»-«* 

10. Sea {i„ + y„) una sucesión infinitésima. ¿Se deduce de aqui 
que fi„j e {y n \ son ambas sucesiones infinitésimas? Argumén¬ 
tese la respuesta. 

11. Sea {z„y n } una sucesión infinitésima. ¿Se deduce de esto que 
por lo menos una de las sucesiones ¡i„j o {¡/„} es infinitésima? 
Arguméntese la respuesta. 

12. Demuéstrese que si x n > y n y lím y n = -foo, entonces 

«-•00 

lím x„ = +oo. 

n-»oo 

III. Ejemplos de resolución de problemas 

1. Enunciar en el lenguaje «e — N» la negación de que una su¬ 
cesión es infinita. Dar la interpretación geométrica de esta negación. 

A Según la definición de una sucesión infinita, lím x„ = oo, 

n-*oo 

si VA >0 3JV tal que Vn > A': | x n | > A. Aprovechando la regla 
para construir las negaciones, obtenemos: la sucesión {x„} no es 
infinita, si 3A > 0 tal que VA' 3n > N: \x„ | < A. Desde el punto 
de vista geométrico esto significa que habrá cierto entorno de cero 
(entorno A), en el que se encontrará una cantidad infinitamente 
grande de términos de la sucesión. A 

2. Demostrar que la sucesión {a n } es: a) infinita, cuando | a | > 
> 1; b) infinitésima, cuando | a | < 1. 

A Sea | a | > 1. Demostremos que la sucesión ¡a") satisface la 
definición de sucesión infinita, es decir, VA > 0 3A tal que Vn > N 
se cumple la desigualdad 

I o I" > A. (1) 

Prefijemos un A > 0 arbitrario. Para encontrar el número N resol¬ 
vemos la desigualdad (1) respecto a n. Obtenemos 

n > log| 0 |A. (2) 

Pongamos N = |log,„|A|. Entonces Vn > A' se cumple la desigual¬ 
dad (2), y por consiguiente, también la (1). De esta manera, VA > 0 
3N = [log|„|Al tal que Vn > N: | a > A. Precisamente esto 
se trataba de demostrar. 

h) Sea ahora | a | < 1. Si a = 0, entonces a" = 0 Vn y, por 
consiguiente, {a n } es infinitésima. Sea a 0. Entonces o," = 
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= ((1/a)")- 1 . Puesto que | 1/a | > 1, la sucesión {(1/a)"} es infinita, 
mientras que la sucesión ((1/a)")- 1 es infinitésima en virtud del teo¬ 
rema 5. Así, pues, la sucesión {a"} es infinitésima, cuando | a | < 
< 1. A 

3. Sea x B = n< -1 '". Demostrar que la sucesión ¡i,): a) no está 
acotada; h) no es infinita. 

A a) Demostremos que {i„) satisface la definición de la sucesión 
no acotada. En efecto, VjW > 0 el término de la sucesión con el nú¬ 
mero n = 2 (ÍA/1 1) es igual a n y mayoc que M. Según la defi¬ 

nición esto significa precisamente que {x„} es la sucesión no acotada. 

b) Demostremos que la sucesión {x„} no es infinita. En realidad, 
en el intervalo (—2, 2) se encuentran, evidentemente, todos los tér¬ 
minos de la sucesión con números impares y, por consiguiente, en 
este intervalo se halla una cantidad infinitamente grande de tér¬ 
minos de la sucesión (x„}. De aquí se deduce que {x„} no es infi¬ 
nita. A 

4. Sean {x,,} una sucesión convergente e { y „} otra infinita. De¬ 
mostrar que la sucesión {z n + y») también es infinita. 

A Demostremos que la sucesión Jx„ + y„) satisface la defini¬ 
ción de sucesión infinita, es decir, VA >0 3A tal que Vn > ¿V: 

| x„ + y„ | > A. Puesto que {z„} converge, resulta que está acota¬ 
da, es decir, 3A/ > 0 tal que Vn se cumple la desigualdad 

I x, | < M. (3) 

Prefijemos ahora un A > 0 arbitrario. Puesto que {y „) es infinita, 
para el número A + M 3A r tal que Vn > A' tenemos 

\y n \>A + M. Í4) 

De (3) y (4) obtenemos que Vn > N se cumple la desigualdad 
I x n + y n | | y n \ — | x„ | > A + M — M = A, 

o que se trataba de demostrar. A 

IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

7. Se conoce que en cierto entorno de cero se encuentra: a) un 
número finito de términos de una sucesión; b) una cantidad infinita 
de términos de una sucesión. ¿Se puede deducir do aqui que en cada 
uno de estos casos la sucesión está acotada, o es infinitésima, o bien 
infinita? 

8 . Se conoce que la sucesión {*„} converge y la (y„} es infi¬ 
nita. ¿Puede la sucesión {x„y„} a) convergir; b) divergir, pero ser 
acotada; c) ser infinita; d) ser infinitésima? Dense las respuestas 
a estas preguntas, recurriendo como ejemplos a las sucesiones {«}, 

£}• t^b {4r}- 
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9. Cítonse ejemplos de dos sucesiones {x„} e {(/„} para las cuales 
lim x„ = 0, lím y„ =» oo y su producto {x„|/ n } 68 una suce- 

«-**» n-. oo 

sión; a) convergente; b) divergente, pero acotada; c) infinitésima; 
d) infinita. 

10. Demuéstrese que son infinitésimas las siguientes sucesio¬ 
nes: a) x„ = n» (ft< 0): b) *„ = (- 1)". 0,999"; e) i„ = -ij- ; 

Xn ^ 2n>+i • 

11. Demuéstrese que las siguientes sucesiones son infinitas: 
a) * n = n A (A:>0); b) z„ “n(-1)"; c) *„=2V»; d) x„ = 
= logj (loga n) (n > 2 ). 

12. Demuéstrese que cualquier sucesión infinita no está acotada. 

13. Demuéstrese que la sucesión {(1 + (—1)") n} no está aco¬ 
tada, sin embargo no es infinita. 

14. Demuéstrese que si lím x„ = +oo (—oo), entonces la 

n-*» 

sucesión {x„} alcanza su cota inferior (superior) exacta. 

15. Hállese el término mínimo de la sucesión ¡x n ), si: a) x„ = 

= — 9n — 100; b) x„ = n • 

§ 3. Propiedades de las sucesiones convergentes 
I. Conceptos y teoremas fundamentales 
Teorema 6. Sea límx„ = a, lím y„ = b. Entonces: 

n-oo n-*oo 

a) lím (x„ + y n ) = a + ó; b) lím (x n y B ) = ab; 

n-*oo n—oo 

c ) si b*/= 0 , en tal caso , empezando por cierto número , queda defi- 
tilda la sucesión (x n /y B ) (es decir, 3A' tal que Vn > /V: y n =£ 0) y 
lím (xjy„) = alb. 

n-+oo 

Si lím x n = lím y n = 0, entonces lím (xjy n ) se 11a- 

n-»oo n-*o* n-*oo 

ma indeterminación de forma 0/0. De manera análoga se definen las 
indeterminaciones de las formas oo/oo, 0-oo, oo — oo. Está claro 
que para tales cotas el teorema 6 es inaplicable. 

Teorema 7. Si lím x„ = a y empezando por cierto número x n > 

> b (x„ < ó), entonces a > b (a ^ b). 

Teorema 8 (teorema de tres sucesiones). Si lím x„ = a, 

n-»oo 

lím y„ = a y empezando por cierto número, se cumplen las des- 

n-*oo 

igualdades x„ ^ z„ ^ y n , entonces lím z„ = a. 
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II. Preguntas y tareas de control 

1. Dése la definición de sucesión convergente. 

2. Enuncíese en el lenguaje «e — N» la definición de sucesión diver¬ 
gente y dése la interpretación geométrica de esta definición. 

3. Énúnciense los teoremas 6 — 8 . 

4. Supongamos que la sucesión {x„} converge, mientras que la 
({/„} diverge. Demuéstrese que (i,-f j,) diverge, {ex„) converge, 
{cy n ) diverge, cuando cyS= 0. Muéstrese aduciendo ejemplos que la 
sucesión {x„y„} puede: a) convergir; b) divergir. 

5. Supongamos que la sucesión {x„ -J- y„} converge. ¿Se puede dedu¬ 
cir de esto que {x„} e {y„} convergen? 

6 . Sea ' 

lím x n = a. (*) 

n-*oo 

Demuéstrese que x„ puede representarse en la forma 

x n = o + a,; (*•) 

donde (a,) es una sucesión infinitésima. Demuéstrese lo inverso: 
a partir de (*•) se deduce (*). 

7. Demuéstrese el teorema 6 . 

8 . Sea lím x„ = a, además Va x„ > b. ¿Se desprenderá de esto 

n-*ot> 

que: 

a) a > 6 ; b) a > 6 ? 

III. Ejemplos de resolución de problemas 

1. Supongamos que lím y n = b 0 y la sucesión {z„} di- 

verge. Demostrar que {z„y n } también diverge. 

A Designemos x„ = z n y n . Demostremos la divergencia de la 
sucesión {x„}, aplicando el método de reducción al absurdo. Supon¬ 
gamos que {x„j convergo. Puesto que según el planteamiento 
lím y n = b 0 , según el teorema 6 la sucesión {xjy n } = 

= {z„} queda definida, empezando por cierto número, y converge. 
Pero esto contradice al planteamiento. Por consiguiente, {x„) di¬ 
verge. ▲ 

2. Demostrar que la sucesión {sen n) diverge. 

A Demostrémoslo, aplicando el método de reducción al absurdo. 
Sea lím sen n = a. Entonces lím sen (n -J- 2) = a, de donde 

n-*oo n-oa 

lím (sen (n + 2 ) — sann) = 0 . ( 1 ) 

n-oo 

Puesto que sen (n + 2) — sen n = 2 sen 1 eos (n -f 1), tomando 
en consideración ( 1 ), obtenemos 

lím cos(/j+1) = 0. (2) 

n—oo 


S—0151 
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De la igualdad eos (n + 1) = eos n eos 1 — sen n sen 1 encontra¬ 
mos sen n = (eos n eos 1 — eos (n + 1)). De aquí, en virtud 
de (2), se deduce que lira sen n = 0. De esta manera obtenemos 
lím eos n = lím sen n = 0, lo que contradice a la igualdad 

»-» oo n-oo 

eos 1 n sen* n =» 1. Por consiguiente, {sen n J diverge. A 
3. Hallar los límites: 

A Advirtamos que cada uno de estos límites es una indetermina¬ 
ción de forma oo/oo. Tenemos: 

10 » . 10 

a) 


= 0 , 


ya que es infinitamente grande; 

b) lím 


n a — n 

n—oo »— V" n 


c) lím 


5-3" 


= lím 


lira ( "-V^)("+^ = lím (n + y n) = -I- <x 

Ti-oo n—yn n-oo 

5 - 1 


= 5 


uin-5— =u- , -fl 

71 — 07 ._ L lím 11-4-1 

1 3" n—oo \ 3" 


•-5. 


4. Encontrar el límite lím Y n 2 +n—«)• 
n **°° 

A Cabe advertir que este límite es una indeterminación de 
forma oo — oo. Tenemos 


Hm(f/i*+n-n) = lira v r í r¿ r+n ’ = 

n-*cc n-*« * 




5. Calcular lím 


Vncosn 


n-oo »+l ’ 

A La sucesión {eos n) está acotada, mientras que la { } o* 

infinitésima, ya que 


lim ■ , — lira— : — r— — ——— , , 

n-oo " + 1 n-« i+J- lím fl+ —) 




= 0 . 


De aquí según el teorema 4 se deduce, quo_el producto de estas 
sucesiones es infinitésima, es decir, lím— = O- A 
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6 . Hallar el límite lím 1 ‘+ 2J + 3 « + ---+"‘ 

A Designemos 5 n = 1* + 2* + 3 4 + ... + n*. Busquemos S„ 
en forma de 

S„ = An 3 + Bn ‘ -f- Cn 3 + Dn 3 + + 5. 

Entonces 

S n+1 -S n = Al(n + t)‘ — n g \ + B I(n + t)‘ - n‘| + 

+ C ((/i + 1)’ — n?\ + D l(n + 1)’ - n *l + E f(n + t) - «]. 

De aquí para cualquier n natural tenemos 

(n + 1)‘ = 5An* + (10/1 + 4 B) n 3 + (10/1 + 65 + 3 C) n* + 

+ (5A+4B + 3C + 2D)n + A+ B + C + D + E. 

Igualando los coeficientes en Jas expresiones con potencias iguales 
de n en los miembros primero y segundo de la igualdad, obtenemos 

5/1 = 1, 

10/1 +45 =4, 

10/1 4- 65 + 3C =6, 

5/1 + 45 + 3C + 2D = 4, 

A+5+C + D+ 5=l. 


De aquí A = 1/5, A = 1/2, C= 1/3, Z>=0, 5=—1/30. De esta 
manera, para todo n tenemos S n = -i- n 5 + -i-n*-|--í- n 3 — -^-n+F. 

Poniendo n = 1, odtendremos 1 =-~ + -i- +-g-—+ F, de donde 
f = 0. Por consiguiente, 


:l« + 2< + 3«+■■■+«*= 


As! pues, 

lím ««+W+...+- 

n* 


= il« (i"+ -5T +-¿r —sibr)=T • 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo Independiente 

16. a) Se conoce que la sucesión (*„} converge, mientras que 
{y„} diverge. ¿Podrá ser la sucesión { x„y „} convergente o bien di¬ 
vergente? 

b) Es sabido que las sucesiones { x n } e {p„} divergen. ¿Podrán las 
sucesiones {sr„ + y n ), ser convergentes o bien divergentes? 


3 * 
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Densa las respuestas a estas preguntas, aprovechando a títu¬ 
lo de ejemplos las sucesiones {“““}• {( — 1 )"}, {“}< {"}• {— n )< 
{[- 1 )”“}. 

17. Vienen dadas las sucesiones J, ^—¡p— }• 

{ M* mu ) • Elíjanse entre estas sucesiones infinitésimas aquellas 
en las que: 

a) lím (xJVn) ~ 0 ; b) lím (x„/y B ) =* 1 ; c) lím (xjy„) = oo ; 

n — oo n—oo n-oo 

d) {xjy n } diverge, pero está acotada. 

18. Se da: líiu x n = b^¡ oo, lím y n = oo. Demuéstrese que: 

n—oo n—oo 

a) lím (i„ ± y n ) = oo; b) lim(j n /y n ) = 0 ; c) lím (yjx n ) *= 

n-»oo n —oo n—c© 

— oo (XntfiOy, d) lím (x„g B ) = oo, si b=¿¡ 0 . 

n-oo 

19. Demuéstrese que lím (x n /y„) = oo, si lím x„ = 6^=0, 
lím g„ = 0 (y„- ¡¿O). 

n-oo 

20. Investigúese la convergencia de las sucesiones (en función de 

«- P. y)- _ 

a) * n = j£H b) x n = nv VV ±L ~n 

' «M-3 Vn+\-Y* 

21. Hállense los límites: 


a) lím - ; b ) lím(/n+l-/ n ); 

n-oo n -T ¿ n-oo 

*) lto ¿TjCi+Zn • 

n 

22. Sea x. = 2 1 -■ Hay que calcular lím x.. 

a-i 

Estimemos x n superior e inferiormente: 

SvmT < |,73Ti < |, T¡r“'- 




De esta manera tenemos . " < x n < 1. 

V »*+« 

Puesto que 


lira - 


n-oo V , n , + n n-oo _t_ 


= 1 , 


según el teorema de tres sucesiones obtenemos lím z„al. 

n—oo 
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Por otra parte, un término arbitrario on la expesión para x„ 
es igual a *— ■ 1. 2, .... n). Pueato que lím ■ - * ..i - _ 

r»*+* n-~ v»’ + t 

= 0, entonces 


lím 1—rÁ 

v V 


1 




V*+í + "" r 'V'ñ'+n/~ 

lim 7 1 + lím . 1 H- 

n-»oo V^a'+t n-ao V «*+2 


+ lím 


-- v¡?+- n 


0 + 0+...+0 = 0 . 


Así, pues hemos obtenido que 1=0. Encuéntrese el error en los 
razonamientos aducidos. ¿Cuál de los dos resultados es cierto y cuál 
es erróneo y por qué? 

23. Calcúlense los límites: 


+ i V L ) : c) “S (tV+TT+ • • • + a(»W) ; 

d) (TÍT + T5T+ • • ■ + »(„.j-í)<» + 2) ) • 


n» ^ 


§ 4. Ejemplos singulares 


I. Conceptos y fórmulas fundamentales 


Diremos que la sucesión infinita {z n } tiene un orden superior de 
crecimiento que la sucesión infinita (y„}, si {z n /y„ j es infinitamente 
grande; además aprovecharemos la designación y n < z„. Este párra¬ 
fo se dedica a los cálculos de algunos límites, con los cuales so pueden 
comparar los órdenes de crecimiento de distintas sucesiones infini¬ 
tas. El hallazgo de semejantes límites se basa en el empleo del teo¬ 
rema 8 de tres sucesiones y de la fórmula del binomio do Newton: 

(a + b)" = a" + Cia n ->6+ ... + C*fl n -‘ó* + ... 

S CÍ<z"-*&\ 

»-o 

donde 


r „ ni n(n-l) ...(n-t-H) 

t ' n= ’ kl(n—*)l — *1 


01 = 1 . 


De esta fórmula se obtiene la desigualdad 

(a + fe)"> " ( " 2 ~ 1) g-V, ( 1 ) 
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que es válida para a y b positivos y cualquier número natural n. 

Los ejemplos y los problemas que examinaremos en el este pá¬ 
rrafo conducen a los siguientes resultados: 

log (0 |n < n a < a n « ni para a > 0, | a | > 1. (2) 

(La correlación log| a| n «“ es válida para a > 0, pero en los 
ejers. 24 y 25 se propone demostrarla sólo para 1.) 

II. Preguntas y tareas de control 

1 . Gnúnciese el teorema de tres sucesiones. 

2. Escríbanse los primeros cuatro términos de la fórmula del bino¬ 
mio de Ne 

3. Se dan las 
{4"}. {„»}. 

Recurriendo a las correlaciones (2), indíquese para cada dos 
de estas sucesiones cuál de ellas tiene orden superior de creci¬ 
miento. 


wton para el desarrollo (1 -f a)”. 

siguientes sucesiones infinitas: {ni}, {log, 0 n}, {y^n}, 


III. Ejemplos de resolución de problemas 
1. Demostrar que lím-lL-=0, cuando o>0, |a|>l. 

n—oo a 

A De la definición dada para el límite de una sucesión se 
deduce que, si lím |u„| =0. también lím u„=0. Por eso es su- 

**-*» n—ce 

ficiente demostrar que lím w n = 0, donde w n — J1 _. Repre¬ 
ndo» l«!" 

sentemos w„ en forma de 

"■-(tcM"' 

Examinemos la sucesión z„ =- n- - y demostremos quo lím z„ = 

(l fl l ) n n-® 

= 0. Entonces partiendo del resultado del ejemplo 5 en § 1 se 
deducirá que lím w„ = 0. Puesto que a>0, |a|>l, obtenemos 

n—oo 

que 3p>0 tal que |a|>/° = 1+p. Aplicando la desigualdad (1) 
al binomio (l-(-P) n obtendremos 

(|o|>/«) n «(l+P) n >-lí^ilp2 Vn>2. 

De aquí se desprende que 

<w=nr Vn > 2 - 

2 

Pongamos z„ = 0Vn e y n = Vn>2. Las sucesiones {z n }, 

{z n }, {(/„} satisfacen las condiciones del teorema de tres sucosio- 


l«l 


n/a 
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nes, puesto que x n < z„ ^ y n y lím x„ = 0, lim y n = 0. Por con- 

n—o© n—oo 

siguiente, lím z n = 0, lo que se trataba de demostrar. 

n-oo 

De esta manera se puede escribir 

n“<a n , cuando a>0, |a|>l. A 


2. Demostrar que lím-^ = 0, siendo |a|>l. 

n-« Bl 

i -»n 

A Examinemos la sucesión z n =» y demostremos que 

lím z„ = 0. Sea k un número natural tal que fe > |a| y sea n> 

n-oo 

> 2 k. Representemos z n en forma del producto de n factores: 

M" _ 1-1 M l-l lal l»l 

ni “ 1 2 ’ ■ ■ 2 k 2*+l ■ n * 

Puesto que fe |a|, la fracción 4^- y todas las fracciones que la 

¿K 

siguen, no son mayores que 1/2. Por eso obtenemos la estimación 

(4-)*'“ +, =(2|a|)-‘(4-)". 


Puesto que z„>0 y lím (2 |q|J 2 *-' (-M‘ = 0, según el teorema de 
tres sucesiones lím z„=0. De aquí se deduce que lím =0, es 

decir, la sucesión {n!} tiene un orden superior de crecimiento con 
respecto a la sucesión {a"}, cuando |a|>l. Así, pues, a n <g; n!, 
cuando |a|>l. A 

3. Demostrar que lím^n^l. 

n—oo 

A Cuando n ^ 2, el número "/n es mayor que 1. Por eso 
Vn > 2 3p n >0 tal que 

n /ñ=l + p n . (3) 

De la igualdad (3) se deduce que n = (1 -f- p„) n . Aplicando al se¬ 
gundo miembro de la última igualdad la desigualdad (1), obtenemos 

De aquí encontramos que P„ < -—j V” 2. Do las desigual¬ 
dades O < P„ < \/ 2 y de la correlación lím i/"-2__= 

“O según el teorema de tres sucesiones se deduce que lím 0 n = 

n—oo 

= 0. De la igualdad (3) ahora tenemos lím^n^l. A 

n — oo 
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IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo Independiente 

24. Utilizando la definición del limite de una sucesión y el 
resultado del ejemplo 3, demuéstrese que lím = 0, cuando 


a>l. 

25. Demuéstrese que lím 


■ 0, cuando a> 1, «> 1. 


26. Demuéstrese 


n-o» « 

ue las sucesiones dadas son infinitésimas: 


V 


a) ui *«—¿j-; c) i. 

27. Aprovechando el resultado del ejemplo 2, demuéstrese que 


lim 


l 


vi/—¡ 

„-oo 


= 0 . 


§ 5. Sucesiones monótonas 


I. Conceptos y teoremas fundamentales 

La sucesión (i„j se llama no creciente (no decreciente ), si 
V* *n+i (*»+l >*n). 

Las sucesiones no crecientes y no decrecientes se llaman sucesio¬ 
nes monótonas. 

La sucesión (x n ) se llama creciente (decreciente), si Vn > 

^>^11 (^-n-t-l ^ ^n)* . ... 

Las sucesiones crecientes y decrecientes se llaman también estric¬ 
tamente monótonas. 

Cabe señalar que la sucesión monótona siempre está acotada al 
menos por un lado: la sucesión no creciente está acotada superior¬ 
mente y la no decreciente, inferiormente por su primer término. En 
caso de que la sucesión monótona esté acotada por ambos lados, ésta 
converge, es decir, tiene lugar el teorema siguiente. 

Teorema 9. Una sucesión monótona acotada converge. 


II. Preguntas y tareas de control 

1. Enuncíense: a) la definición de sucesión monótona; b) el criterio 
de convergencia de la sucesión monótona. 

2. ¿Será el acotamiento de una sucesión la condición necesaria y 
suficiente para la convergencia: a) de una sucesión monótona; 
b) de una sucesión arbitraria? 

III. Ejemplo de resolución de un problema 
Hallar el limite de una sucesión {x„} que se determina por la 
relación recurrente: 

i, es un número arbitrario que satisface la desigualdad 0 < 
*n+i =x n (2— * n )V»>l. (1) 
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A Demostremos al principio que la sucesión {x„j está acotada, a 
saber: valiéndonos del método de inducción matemática, demostre¬ 
mos que Vn son válidas las desigualdades 

0 < x„ < 1. (2) 

Para x x las desigualdades (2) se cumplen según el planteamiento. Su¬ 
pongamos que la9 desigualdades (2) tienen lugar para el número n 
y demostremos que entonces serán válidas para el número n -}- 1. 
Escribamos la expresión (1) en forma de 
*„+, = 1 — (i — x„)‘. 

De las desigualdades (2) se deduce que 0 < (i -i„) ! < 1, por eso 
0<x n+1 <l. Con esto quedan demostradas Vn las desigualda¬ 
des (2). 

Demostremos ahora que la sucesión {x n ¡ es creciente. Puesto que 
x„ < 1, resulta que 2 — x„ > 1. Al dividir la igualdad (1) por x„, 
obtendremos 

Zn+I/*n = 2 — X n > 1 . 

De aquí se deduce que x„ +1 >x„ Vn. Así, pues, la sucesión {x„{ es 
monótona y acotada. Por consiguiente, según el teorema 9 existo 
cierto lím x„, que designaremos con a. Para encontrar a pasemos 

7i-*OD 

al límite en la fórmula recurrente (1). Obtendremos 

lím x B+ , = lím x„ • lím (2— x„), o a = a(2 — a). 

n —oo n—* n~oo 

De aquí a = O ó a = 1; puesto que X! > O y la sucesión {x„} es 
creciente, a = 1. ▲ 

IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

28. Demuéstrese la convergencia de la sucesión {x n }, donde 

29. Demuéstrese la convergencia y calcúlese el límite 
de la sucesión {x„}. si x,= 1 fa, x,= -yf a + Ya, 

= a + Va + ... (en total n raíces), .... donde a>0. 

30. Demuéstrese la convergencia y calcúlese el límite de una 
sucesión {x„}, si ésta se determina por la relación recurrente: 

a) x, = a, x 2 = b, i =/> 6, x„ = (x„., + x„_,)/2Vn > 3; 

b) Xj es un número arbitrario positivo, 

x B+1 =-L (*«+£) Vn> 1, a>0; 
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c) x¡ es un número arbitrario negativo, 

(*„+■£) Vn>l. o>0. 

31. Demuéstrese que la sucesión monótona no acotada es in¬ 
finita. 

32. Demuéstrese la existencia del limite lím(l-t-—-) . 

§ 6. Punios limites 

I. Conceptos y teoremas fundamentales 

Sea { x„ } cierta sucesión numérica. Examinemos una sucesión 
arbitraria creciente de enteros positivos k t< . . k n , . . . . 
Señalemos que k„ > n. Elijamos de { x„ } los términos con números 
A,, . . ., k n , . . .: 

.**» — 

La sucesión numérica obtenida [xj, n ¡ se llama subsucesión de la suce¬ 
sión {x B }. 

Teorema 10. Si lím x n = a, toda subsucesión {x„ n } converge 

n-oo 

hacia a, cuando n —>• oo. 

Teorema 11 (teorema de bolzano-weierstrassi. De toda sucesión 
acotada se puede 'extraer una subsucesión convergente. 

definición i. El número a se llama punto límite (o límite 
parcial) de la sucesión {x„}, si de lasucesión jx n } se puede extraer la 
subsucesión {Z), n } que converge hacia a. 

Se puede dar otra definición equivalente del punto límite. 
definición 2 . El número a se llama punto límite de la sucesión 
{x„¡, si todo entorno e del punto a contiene una cantidad in/initamen- 
te grande de términos de la sucesión {*„}. 

observación i. Del teorema 10 se deduce que una sucesión con¬ 
vergente tiene sólo un punto límite que coincide con su limite. 

observación 2 . Del teorema 11 se desprende que toda sucesión 
acotada tiene por lo menos un punto límite. 

El punto limito máximo (mínimo) de la sucesión (x„) acotada 
superiormente (inferiormentc) se llam a limite superior (inferior) de 
esta sucesión y se designa con lím x n I lím x n j. 

n~* 8 V n-^oo / 

Es evidente que si { x n } converge, entonces lím x n = lím x n = 

n-*oo n—ce 

= límx„. Si la sucesión {*„} no esté acotada superiormente 

n—oo 

(inferiormonte), se supone que lím x n = -4- co / lím x n = — oo \ . 

la-» / 
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II. Preguntas y tareas de control 

1. Enuncíense las definiciones: 1) de la sucesión; b) del punto límite 
(dense dos definiciones y demuéstrese su equivalencia); c) del lí¬ 
mite superior (inferior) de la sucesión. 

2. Dése la interpretación geométrica de la definición del punto lí¬ 
mite. 

3. ¿El límite de una sucesión será su punto límite? Arguméntese la 
respuesta. 

4. Se dan las sucesiones: {« ((—1)" -f 1)}, (n), {(—l) n + 1}. Indi- 
quese, cuál de éstas: a) tiene punto límite; b) no tiene punto lí¬ 
mite; c) tiene dos puntos límites; d) tiene sólo un punto límite. 
¿Habrá entre estos sucesiones alguna convergente? 

5. Demuéstrese que una sucesión convergente tiene sólo un punto lí¬ 
mite que coincide con su límite. ¿Será cierta la afirmación inversa: 
«Si la sucesión tiene sólo un punto límite, entonces ésta converge»? 

6 . Se da una sucesión (i„). Se conoce que cualquier entorno del 
punto a contiene una cantidad infinitamente grande de términos 
de la sucesión y ningún segmento, al que no pertenece el punto a, no 
contiene dicha cantidad de términos de la sucesión. ¿Se deduce de 
aquí que lím x n = a? 

n-*oo 

7. Sea lím = 4. ¿Será la sucesión {i„): a) convergente (si la 

*»-*■ 00 < 

respuesta es afirmativa, a qué será igual sü límite); b) divergente? 

8 . Enúnciese el teorema de Bolzano — Weierstrass. 

9. ¿Será cierta la afirmación: «Si una sucesión no está acotada, de 
ella se puede extraer una subsucesión convergente»? 

III. Ejemplos de resolución de problemas 

1. Demostrar la divergencia de la sucesión x n = (—1)". 

A Examinemos dos subsucesiones de esta sucesión x lh = 1 y 
x t ,= —1 (k = 1, 2, . . .). Es evidente que lím = 1, 

*->» 

lím = —1. 

h-*oo 

De esta manera la sucesión {(—1)") tiene dos puntos límites: 1 y 
—1 y por eso no puede ser convergente, puesto que la sucesión con¬ 
vergente tiene sólo un punto límite. A 

2. Hallar: a) todos los puntos límites de la sucesión {sen n°}; 
b) los límites superior e inferior de esta sucesión. 

A a) Cada uno de los números O, ±sen I o , ±sen 2°, . . 

. . ., cfcsen 89°, ±1 se encuentra en la sucesión una cantidad infi¬ 
nitamente grande do veces, puesto que Vn, p £ N sen n° = 
<= sen (360°p n°). Por eso cada número indicado es el punto limite 

de la sucesión {sen n°). La sucesión no tiene otros puntos límites, ya 
que, si el número a no coincide con ninguno de estos 181 números, 
existe un entorno del punto a que no contiene término alguno de la 
sucesión. 


43 



b) De entre los 181 puntos límites indicados en el p. a) el míni¬ 
mo es —1 y el máximo, 1 , es decir, lím sen n° = 1 , líms en n° = 

"-»« „-.oo 

= — 1 . ▲ 

3. Encontrar: a) todos los puntos límites de la sucesión 0, 1, 1/2, 
1/3, 2/3, 1/4, 3/4, 1/5, 2/5, 3/5, 4/5, 1/6, . . b) los límites superior 
e inferior de esta sucesión. 

A a) La sucesión dada fi.l es el conjunto de todos los números 
racionales del segmento 10 , 11 , dispuestos en el orden indicado. 
Puesto que todo entorno e de cualquier número real en el segmento 
10 , 11 contiene una cantidad infinitamente grande de números racio¬ 
nales (véase el ejer. 5 en el cap. 1), cada punto de este scgmonto es 
el punto límite de la sucesión dada. Pero si el punto a (} [0, 11, 
aquél no será el punto límite de la sucesión dada, puesto que para 
semejante punto existe un entorno que no contiene ningún término 

de la sucesión. _ 

b) Es evidente que lím ar„ = 0, lím x n = l. A 

n-oo ?"*!" 

4. Demostrar que la sucesión infinita {r„¡ no tiene punto límite. 
A Hagamos la demostración, aplicando el método de reducción 

al absurdo. Supongamos que cierto punto a es un punto límite de 
la sucesión (i„). Entonces existe una subsucesión {z* n } tal que 
lím Xj, ~ a. Por otra parte {x» n } no tiene límite, puesto que es 

infinita. En efecto, ya que {x„} es infinita, V.4>0H/V: Vn > 
> N | i n | > A. De aquí, por cuanto que > rc y * n+1 > Ar„, se 
deduce que Vfc„ > N: \ x„ n | > A, es decir, {x ijt ) es infinita. La 
contradicción obtenida demuestra que {ar„} no tiene punto límite. A 

IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

33. Demuéstrese que: 

a) de toda sucesión no acotada se puede extraer una subsucesión 
infinita; 

b) toda subsucesión de una sucesión infinita también es infinita; 

c) una sucesión monótona no acotada no tiene punto límite; 

d) en cada sucesión acotada existen los límites superior e inferior. 
,34. Se conoce que las sucesiones { x „} e íy„) tienen cada una un 

punto límite. Muéstrese aduciendo ejemplos que las sucesiones 
[x n + y n } y {x n -y„} pueden: no tener puntos límites; tener un 
punto límite; tener dos puntos límites. 

35. Hállense todos los puntos límites de la sucesión {*„}, así 
como lím x n , lím x„, si: 

a) x”±(- 1 )- ( 2 + f): b) *„ = 1 + ^ eos ; . 

c) * B ==l + 2<—+ d) In = -^cosi22-; 
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e)*„=l + n sen^; f) Xn = S^L + l±ÍZ^l ; 
g) In= (i + -l) n .(_l)" + S en-íl; h) 

i) x„ = ”/l + 2"'-»" ; h) x„ = coa" ; 

]) x n = (-l)"n. 

36. Investigúese la convergencia de la sucesión 


=-sen^ 
4 


J_2_ . _3_ 

n n ' n 


+ (~i . 


§ 7. Sucesiones fundamentales. 

Criterio de Cauchy de convergencia de una sucesión 

I. Conceptos y teoremas fundamentales 

definición !. Una sucesión {x„}se llama fundamental, si Ve > 0 
3:V tal que Vn > N y V número natural p se cumple la desigualdad 

I x n X n+P I < - í E * 

Esta definición es equivalente a la siguiente. 
definición 2. Una sucesión fx„) se llama fundamental, si Ve > 0 
3IV tal que Vn > N y Vm > N se cumple la desigualdad | x„ — 
' x m I.*-! E> 

La interpretación geométrica de estas definiciones consiste en lo 
siguiente: si una sucesión {x„} es fundamental, entonces Ve>0 3 N 
tal que la distancia entre dos términos cualesquiera de la sucesión 
con números mayores que N, es menor de e. 

Teorema 12 (criterio de cauchy de convergencia de una suce¬ 
sión). Para que una sucesión converja, es necesario y suficiente que 
ésta sea fundamental. 

II. Preguntas y tareas de control 

1. Enuncíense las definiciones: 

a) de sucesión fundamental (dense las dos definiciones y de¬ 
muéstrese su equivalencia); 

b) de sucesión no fundamental (utilizando la rpgla de cons¬ 
trucción de las negaciones). 

Dése la interpretación geométrica de estas definiciones. 

2. Enuncíese el criterio de Cauchy de convergencia de una sucesión. 

III. Ejemplos de resolución de problemas 
1. Valiéndose del criterio de Cauchy, demostrar la convergencia 

n 

de la sucesión {*„}, donde x„ =» 2 ”^ 1 * . 

. . 

A En virtud dei criterio de Cauchy es suficiente demostrar que 
la sucesión (i„) es fundamental. Para esto estimemos | x„ — 
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— x n+v |. Tenemos 


n+p 

l*n-*n+pl= S 


“l< 2 i. 

*—n+l 

Puesto que -p- < k = ^-¡-j-. obtenemos 


fton+1 


n+p 


rt i i i t i _ 

“ k * “ (* + !)* ‘ r (n+ 2 )‘ r (n+p)' 


A«n + J 


r < 


<(t— dr) + (7TT "íT2-) + +( n+ ’p—-Trb) 


n + p 


<4-. 


Por eso, Vn, p £ N tenemos 

|x„ — i n+p |< 1 /n. ( 1 ) 


Prefijemos un e > 0 arbitrario y pongamos N = 11/e!. Entonces 
Vre > /V se cumple la desigualdad n > 11/el + 1 > 1/e, de donde 
1/n < e. Por consiguiente, Vn > N y V número natural p, haciendo 
uso de la desigualdad ( 1 ), obtenemos \ x„ — x n + p | < 1 /n < e. 
Esto demuestra el carácter fundamental de la sucesión {z„}. A 
2. Utilizando el criterio de Cauchy, demostrar la divergencia 

n 


de la sucesión (z„}, donde x„ 



A En virtud del criterio de Cauchy es suficiente demostrar que 
la sucesión {*„} no es fundamental. Para esto estimemos \x„ — 
— *» + p I- Tenemos 


l*n— ^n+pl 


n+P 

s 


H-TÍ+1 


1 

TT 



Vn. N. 


En particular, para p = n obtenemos 

\ Xn -x, n \ > -rt ( 2 ) 

Tomemos e = 1/V2- Entonces VJV 3 tales n >N y el número natu¬ 
ral p , que I x n — i n + p | > e. En efecto, en virtud de la desigual¬ 
dad (2) es suficiente tomar cualquier n > ff y p — n. Esto demuestra 
que la sucesión {x„} no es fundamental. A 
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IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

37. Empleando el criterio de Caucby, demuéstrese la convergen¬ 
cia de la sucesión {*„}, si: 

n n n 

. _ v 1 . ■ci eos (ti) . , -cv sen * . 

a ) ■ b) x n — Zj lt(k+ 1) ’ C ) 2* ’ 

*»1 

n 

d) x n=Jj a tL<?’ donde \g |< 1 y |a*| < M VA:, M> 0. 

38. Aprovechando el criterio de Cauchy, demuéstrese que si la 

n 

sucesión i„= 2 a k converge, entonces lím a„ = 0. 

h~i n—o o 

39. Recurriendo al criterio de Cauchy, demuéstrese la divergen¬ 
cia de la sucesión {z„}, si: 

a) (—iy*; b) X „=S T- 

A=l A-l 


Capítulo III 

Límite de una función. 

Continuidad de una función 

§ 1. Límite de una (unción. 

Teoremas sobre los límites. 

Funciones infinitas 

I. Conceptos y teoremas fundamentales 

1. Límite de (unción en un punto. Sea z una magnitud numérica 
variable y X, el campo de su variación. Si a cada número x 6 X 
está puesto en correspondencia cierto número y, se dice que en el 
conjunto X queda definida una junción y se escribe y = / (z). La 
magnitud z se llama variable independiente (o argumento de la /un¬ 
ción), el conjunto X, el campo de definición o de existencia de la jun¬ 
ción f (x) y el número y que corresponde al valor dado de argumento 
z, valor particular de la función en el punto x. La reunión Y de todos 
los valores particulares de función se llama conjunto de valores de la 
junción j (z). 

El punto a (a £ X o a $ X) se llama punto límite del conjunto X, 
si todo entorno del punto a contiene puntos del conjunto X distin¬ 
tos de a. 
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En las definiciones de esto párrafo se supone que a es el punto 
límite del conjunto X, o sea, del campo de definición de la función 
/ (x). 

definición i (seoün cauchy). El número b se llama límite de la 
función ¡ (x) en el punto a (cuando x -*■ a), si Ve > 0 36 > 0 tal 
que Vi, que satisfaga las condiciones de x £ X, 0 < | x — a|<6, 
se cumple la desigualdad | f (x) — b | < e. 

definición a ískoOn hbine). El número b se llama limite de la 
función f(x)enel puntoa,sipara toda sucesión {x„} convergente hacia 
a, tal que x„ g X, x n a, la correspondiente sucesión de valores de 
la función {/ (x n )} converge hacia b. 

La notación es: lím f (x) = b o f (x)-+b cuando x-t-a. 

x-a 

Subrayemos que el concepto de límite de una función en el punto 
a se introduce sólo para los puntos límites a del campo de defini¬ 
ción de aquélla. Cabe señalar además, que la función puede no estar 
determinada en el punto a, o sea, hablando en general, a (J X. 

Enunciemos las negaciones de las definiciones 1 y 2. 

NEGACION DE la definición l. El número 6 no es el límite de la 
/unción / (x) en el punto a [ó lím / (x)l, si 3 e > 0 tal que 

V 6 > 0 3x g X, para el cual 0 < | * — a | < 6 y | / (x) — 6 | > e. 

neoacion de la depiniciOn 2. El número b gfc lím / (x), si existe 

X-+ao 

la sucesión {x„} (x n 6 X, x„ # a) convergente hacia a tal que 
la sucesión correspondiente {/ (x„)} no converge hacia b. 

2. Teoremas sobre los límites 

Teorema 1. Las definiciones i y 2 del límite de la función son equi¬ 
vale ules. 

Teorema 2. Sean f (x) y g (x) definidas en cierto entorno del pun¬ 
to a, a la posible excepción del propio punto a, y lím / (x) = b, 

x-*oo 

lím g (x) = c. Entonces: 

Hm (/ (x) + g (*)) = i> + c; 

Km (/(*)-/?(*)) <=b — c; 

lira /(*)g (x) =j6 c; 

x-o 

lím-j||- = -£-, siempre que c=£ 0 . 

Teorema 3. Supongamos que las funciones f (x), g (x) y h (x) están 
definidas en cierto entorno del punto a, a la posible excepción del pro¬ 
pio punto a, y satisfacen las desigualdades f (x) < g (x) < h (x). Sea 
lím / (x) = lím h (x) = b. Entonces lím g (x) = b. 

x-+a x—a x-*a 

3. Límites unilaterales 

definición t (segOn caochy). El número b se llama límite a la 
derecha (o la izquierda ) de la función f (x) en el punto a, si Va > 0 
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36 > O tal que Vz, que satisfaga ¡as condiciones de z £ X, a < z < 

< o -i- 6 (a — 6 < x < a), se cumple la desigualdad | / (z) — 

— 6 I < e. 

definición 2 (según hbine). El número b se llama límite a la de¬ 
recha (a la izquierda) de la función f (z) en el punto a, si para toda 
sucesión {z„> convergente hacia a, tal que x n 6 X, x n > a (z„ < a), 
la correspondiente sucesión de valores de la función {/ (z„)} converge 
hacia b. 

Las notaciones son: lím / (z) = b o / (a + 0) = b (respec- 

x-a+O 

tivamente lira / (z) = 6 o f la — 0) = b). 
sí-»o—0 

Las definiciones 1 y 2 son equivalentes. 

Teorema 4. Si existen I (a + 0) y f (a — 0), con la particulari¬ 
dad de que f (a + 0) = / (a — 0) = b, entonces existe también el 
lira / (z) = b. 

x-*a 

Teorema 5. Si la función f (z) está determinada en cierto entorno 
del punto a, a la posible excepción del propio punto a, y existe el 
lím / (z) = b, también existen f (a + 0) y j (a — 0), siendo ade¬ 
más / (a + 0) = / (o — 0) = b. 

4. Límite de una función, cuando x -*■ oo. Supongamos que la fun¬ 
ción / (z) está determinada en una semirrecta (c, + 00 ). 

definición 1 (según CAUCHY). El número b se llama límite de la 
función f ( x) cuando x +00 [ó = lím / (z)], si Ve > 0 34 > 

X-* + ao 

> 0 (-4 > c) tal que Vz > A se cumple la desigualdad | / (z) — b | < 

< e. 

DEFINICION 2 (SEGÚN heine). El número b = lím / (z), si para 

X -»+00 

toda sucesión infinita {x n ¡ (x n > c) la correspondiente sucesión de va- 
lores de la función {/ (x„)} converge hacia b. 

Las definiciones 1 y 2 son equivalentes. 

De manera análoga se define lím /(z). Si lím /(z) = 

X--CO X -co 

= lím /(x)=ó, entonces se escribe lim /(x) = ¿>. Por ejemplo, 

X—-foo x-00 

lím (l/z) = 0. 

X—OO 

Para los límites unilaterales (o simplemente laterales) y los lí¬ 
mites cuando z -► 00 , es válida el teorema análogo al teorema 2. 

5. Funciones infinitas 

depinicion 1 . La función / (z) se llama infinita ( infinitamente 
grande)en el punto a por ¡a derecha, sí VA/ > 0 36 > 0 tal que Vz, 
que satisfaga la condición de x £ X, a < x < a -j- 6, se cumple la 
desigualdad 

I / (*) I > M■ (1) 

La notación es: lím / ( 1 ) = 00 o f (a + 0) = 00 . Subraye- 

X-B+0 

mos que esta inscripción significa sólo que / (z) es infinitamente gran- 


4-0151 


49 



de en el punto a por la derecha, pero do ningún modo significa que 
/ (x) tiene en el punto a el límite a la derecha: es evidente que este 
límite no existe. 

Si en la definición 1 en vez de la desigualdad (t) se cumple la 
desigualdad / ( x ) > M (/ (x) < —Ai), se dice que la función / (x) 
es infinita de signo más (menos) en el punto a por la derecha y se 
escribe lím / ( x ) = -foo o / (a 0) = + oo (respectivamente 
x-*a+0 

lím / (x) = — oo o / (a + 0) = —oo). 

»-•<*+ 

En forma análoga se define la función ¡nfinila en el punto a por 
la izquierda. 

Si la función es infinita en el punto a por la derecha y por la 
izquierda.se escribe lím / (x) = oo. Por ejemplo, lím (1/x) =oo. 

x-*a ' x-Q 

definición 2 . La /unción f (x) se llama infinita en el punto a por 
la derecha ( izquierda ), si para toda sucesión convergente hacia a )x n } 
tal que x n € X, x„ > a (x„ < a), la correspondiente sucesión {/(x„)) 
es infinita. 

Las definiciooes 1 y 2 son equivalentes. 

Supongamos que la función / (x) está definida en la semirrecta 
(c, +°o). 

definición 3- La función f (x) recibe el nombre de infinita cuando 
x -j-oo, si VAÍ > 0 3A (A > c) tal que Vx > A: | / (x) | > M. 

definición i. La función f(x) se llama infinita cuando x -r co, 
si para toda sucesión infinita {x„} (x„>c) la sucesión correspondiente 
{/ (i»)l es infinitamente grande. 

La notación es: lím / (x) = oo. 

+00 

Las definiciones 3 y 4 son equivalentes. 

De manera análoga se introduce el concepto de función infinita 
cuando x -► —oo: lim / (x) = oo. Si la función / (x) es infinita, 

X--® 

cuando x -*■ +oo y cuando x -*■ —oo, se escribe lim / (x) = oo. 

X-oo 

Por ejemplo, lím x = oo. 

X—oo 

li. Preguntas y tareas de control 

1. Enuncíense las dos definiciones de límite de una función en un 
punto. ¿Qué significa la equivalencia de estas definiciones? 

2. Utilizando la definición dada para el límite do una función 
según Heino, demuéstrese la unicidad de límite de la función 
en un punto. 

3. Demuéstrese que Vx 0 lím x = x 0 , empleando la definición 

dada para el límite de una función: a) según Cauchy, b) según 
Heine. 

4. Se da la función / (x) = . ¡Está definida o no la función /(x) 

en el punto x = O? ¿El punto x = O será el punto límite del 
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campo de definición de la función? ¿Existe o no lím / (z)? 

5. Enuncíense las negaciones de las dos definiciones dadas para el 
límite de una función en un punto. 

6. Enúnciense los teoremas 2 y 3 sobre los limites de las funciones. 

7. Enúnciense las dos definiciones para los límites unilaterales de 
las funciones y las negaciones de estas definiciones. 

8. ¿Existen o no /(3 + 0) y /(3—0), si /(x) = i|^£l? ¿Existe o 

no lfm /(z)? 

x-*3 

9. ¿Bajo qué condiciones, partiendo de la existencia de los limites 
laterales (limite de una función), se deduce la existencia del 
límite de una función (de los límites laterales)? 

10. Enúnciense las dos definiciones del limite de una función, 
cuando x -*■ +oo, y las negaciones de estas definiciones. 

11. Demúestrese que la función / (x) = x no tiene límite, cuando 
x 4-°°- 

12. Demuéstrese que lím x = +°°- 

I-+OC 

13. Enúnciense las definiciones según Heine y según Cauchy que 
corresponden a las notaciones simbólicas siguientes: 

a) lím / (z) = ce; b) / (a + 0) — —oo; c) lím / (z) = 

= ó; d) lím / (z) = oo; e) lím / (z) = -}-oo. 

x-*oo x-» — ao 

14. Demuéstrese que la función / (z) = l/(z — 3) es infinita en el 
punto x = 3. 


III. Ejemplos de resblución de problemas 

1. Demostrar que lím sen z = 0. 

x-o 

A Aprovechemos la desigualdad | sen z | ^ | z | Vz. Prefijemos 
un e > 0 arbitrario y hagamos 6 = e. Entonces, si | z | < ó, 
I sen x | ^ | z | < 6 = e. Precisamente esto significa (conforme a 
la definición del límite de una función según Cauchy), que 
lím sen z = 0. ▲ 

x-0 

2. Calcular lím /(z), donde /(z)= . 

x-i 1 

A Puesto que lím (i‘ — 1) = 0 y lím (z — 1) = 0, obte- 

X-! x-t 

nemos que este límite es una indeterminación de forma 0/0 y no po¬ 
demos utilizar el teorema 2 del límite del cociente de dos funciones. 
Hagamos uso del hecho de que al analizar el límite de una función 
en el punto z = 1 su argumento no toma el valor igual a 1. Por eso 
lím / (z) = lím (z -f 1) ya que / (z) = = x + i, 

X—I x-t 1 — 1 

si z 1. Supongamos que {z„} es una sucesión arbitraria quecon- 
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verge hacia 1 (z„ =?fe 1); entonces lím (x„ -f 1) = 2. Esto signi- 

X—fX> 

fica (conforme a la definición del límite de una función según Heine) 
que lím (z + 1) = lím / (a:) = 2. A 

X*»l X-* 1 _ 

3. Calcular el límite lím . 

x~\ * 1 

A Este límite, lo mismo que en el ejemplo 2, es una indetermi¬ 
nación de forma 0/0. Sin embargo, a diferencia del ejemplo 2, aquí 
es imposible directamente dividir el numerador y el denominador 
de la fracción por z — 1. Por eso transformemos previamente la 
fun ción, multiplicando el numerador y el denominador por 
(V¿ + * + 2,) o sea, la expresión conjugada del numerador. Obten¬ 
dremos 

V3+X-2 »-l _ 

(* —t) (V 3+*+2)' 


Puesto que al analizar el limite dado el argumento x no toma el va¬ 
lor de x = 1, entonces, simplificando por x — 1, obtenemos 


lím 

*-i 


V 3+»—2 

i—1 


lím-—L-= 4- ■ A 

x-t /3 + I + 2 * 


4. Demostrar que la función de Dirichlel 



si x es un número irracional; 
si i es un número racional. 


no tiene límite en ninguno de los puntos. 

A Demostremos que en un punto arbitrario a la función D (x) 
no satisface la definición del límite de una función según Heine. 
Para esto elijamos dos sucesiones (x n ¡ y [x¡,] que convergen hacia o 
y son tales, que lím D (z„) lím D (x„). Primero examinemos 

n—oo n—x> 

la sucesión {z„} de puntos racionales que converge hacia a. Para 
ella D (z n ) = 1 Ví¡ y por eso lím D (x n ) = 1. Ahora analicemos 

n-a» 

la sucesión {x‘ n } de puntos irracionales que converge hacia a. Para 
ella D (x‘ n ) = 0 Vn y por eso lím D (x„) = 0. Así, pues, 

n—oo 

lím D (x„) lím D (x' n )- De aquí se deduce que no existe 

n-oo n-oo 

límite de la función D (x) en el punto a. A 

5. Examinemos el conjunto de todos los números irracionales 
del intervalo (—1, 1). Designémoslo con ¡ r . Determinemos en el 
conjunto I, la función / (x): / (x) — 1, si x(.I r . Demostrar que 
lím / (x) = 1, donde a es un punto arbitrario del segmento I—1, 11 

x—a 

(racional o irracional). 

A Sea a £ [—1, 11. El punto a es el punto limite del conjunto 
I r (véase el ejer. 5 en el cap. I). Recurramos a la definición del lími- 
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te de una función según Heine. Sea {z„} una sucesión arbitraria de 
puntos del conjunto /, que converge al punto a (x n a). Según el 
planteamiento / (x„) = 1 Vx„ 6 /r- Por eso lfm / (x„) = 1 y, 

n-*oo 

por consiguiente, lím / (z) = 1. A 

X—O 

6. Demostrar que la función sen x no tiene límite, cuando x -*■ 

-*■ + oo. 

A Demostremos que esta función no satisface la definición se¬ 
gún Heine del límite de una función cuando x-*- +oo. Para esto 
indiquemos tal sucesión infinita {z„) que la sucesión {senz„} di¬ 
verja. Hagamos x H = í (2n + 1). Entonces lím x n = -|-oo y la 

* n-*oo 

sucesión (sen x„} = —1, 1, —1, 1, . . . diverge. De aquí se deduce 
que la función sen x no tiene límite cuando x + oo. a 

7. Sea 


para x <C 0, 


{senz, para x>0 


(/ (z) no está definida cuando z = 0). ¿Existe o no lím / (x)? 

X-*0 

A Calculemos en el punto z = 0 los límites laterales de ia fun¬ 
ción / (z), utilizando el teorema 5 para las funciones y = sen z e 
y = x en el punto a = 0: 

/(a + 0)= lím sen x= lím senz = 0; 
i-o+o o 

/(a—0)= lím x=ISmx = 0. 

z—0-0 x-0 


De aquí de acuerdo con el teorema 4 se deduce que existe 
lím /(z) y éste es igual a cero. A 
o 

8. Calcular lím /(x), donde /(x) == “Sqrjjjjp* 

A Este límite es una indeterminación del tipo oo/oo, puesto que 
el numerador y el denominador son funciones infinitas cuando x -*■ oo. 
Representemos / (z) en la forma de 


/<*) 


100+ t/i» 
1 + 1Ó0/X* 


(*¥= 0 ). 


Puesto que lfm (l/x 2 ) = 0, utilizando el teorema 2 (para x-»oo), 

X-*0O 

obtenemos 


lím (100+1/í») 

»“'<z) = 

X-*» 



A 


Los ejemplos 2 y 8 permiten enunciar las reglas generales para 
calcular los límites de las formas lím R (z) y lím R (z). 

x-a x-*oo 

Aquí R (z) es una función racional (fracción racional), es decir, 
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R (x) = P n (x)IQ m (i), donde P„ (x) y Q m (x) son polinomios de 
grados n y m, respectivamente. 

Si lím Q m (x) = Q m (a)=¿0, entonces lím i?(»)= . 

x-a x—a * m 

Si lim @ m (x) = 0 y lím P n (*)«jí>0, entonces lím R(x)= oo. 

x—a x—a x—a 

Si lím Q m (x) = lira P„ (x) = 0. entonces P„ (x) = (x — a) X 


x-*o x—a 

XPS.,(X), l ? ra (x) = (x-a)C)*. ) (x) y 

lim AW = lím^ 

x-o x-a Vm-i l*; 


Para calcular lím R (x) hay que dividir el numerador y el deno- 

X—00 

minador de la función R (x) por x m y luego calcular el límite de la 
función obtenida, teniendo en cuenta que lím ~ b¡>< 

X—oo 

donde b 0 es el coeficiente de x m del polinomio Q m (x). 

9. Sea lím / (x) = b, lim g ( x ) = +oo. Demostrar que 

x—a x-a 

lím (f (x) + g (x)) = +oo. 

x-a 

A Demostremos que la función f (x) g (a:) satisface la defi- 
nición de función infinita con signo «más* en el punto a, es decir, 
VM > 0 36 > 0 tal que Vx, que satisface la condición de 0 < 
< | x — a 1 < 6, se cumple la desigualdad / (x) + g (x) > M. 
Puesto que lím / (x) = b, existe un entorno 6, del punto a , en 

x—a 


el cual (para x # a) 


I / (*) I <c. 


( 2 ) 


donde C es cierto número positivo (demuéstrelo por sí mismo). De¬ 
signemos un M > 0 arbitrario. Puesto que lím g (x) = +oo. Pa¬ 
ra el número M + C 3Ó > 0 (6 ^ 6,) tal que Vx, que satisfaga la 
condición de 0 < | x — a | < Ó, se cumple la desigualdad 

g (x) > M + C. (3) 

De las desigualdades (2) y (3) obtenemos que para 0 < | x — a | < 
< ó ^ ó, es válida la desigualdad 

/ (*) + g (*) > g (x) - | / (x) | > M + C - C = M, 
lo que se trataba de demostrar. ▲ 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

1. Utilizando la definición de límite de una función según Cau- 
chy, demuéstrese que lím (x sen (1/x)) = 0. 

x—0 

2. Demúestrese que la función / (x) = sen (1/x) no tiene límite 
en el punto x = 0. 


54 



De- 


3. ¿Existe o no el lím {x}, donde {x} = x — [x] es la parte 
x-0 

fraccionat del número x? 

I x 1 , si x es un número irracional; 

. . . 

1, si x es un numero raciona!. 

muéstrese que / (x) tiene límite en los puntos x = 1 y x = —1 y no 
tiene límite en los demás puntos. 

5. Demuéstrese que: a) lím (1 — eos x) = 0; b) lím tg x = 

x-o x—o 

= 0 . 

6. a) Recurriendo a la desigualdad sen x < x < tg x (0 < x < 
< jt/ 2) y al teorema 3, demuéstrese que lím - “* ■ = 1 (Primer 

x-o 1 

LIMITE SINGULAR O BASICO). 

b) Aprovechando el primer limite singular, demuéstrese que 


lím 

x -0 


1 —eos* 


4, lfmi^ = l. 


7. Sea 


«1- ■ «+'>■ ^*0- 


Demuéstrese que 


f“ 

lím R (x) = / a ( 

lo 


OO 

<h/b 0 


siendo n > m, 
cuando n=/n. 
para n<m. 


8. Calcúlense los límites: 

*) lim 

b) 5-CTÍbr* c) is 

d) U m ; e) lím I ' n ~ 1 (m es un número natural). 

x —1 x“ —+ 3 x—i 1—1 

9. Calcúlense los límites: 

\ if Yx—1 

c) lím -^ 7 =—— . 
x —16 y*—4 

10. Calcúlense los límites: 

a) (*- ¿)T*TTr ’ b) Ji™ (3¿*-i¡)“ 1 

■y/" *+V*+Y* 


c) lim 
*-+» 


==-; d) 


Y *+1 


yn+yz+yi 

lím yjTR 


*-+” 


11. Demuéstrese que no existe lím eos x. 
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12. ¿Existe o no lim (z), si: 

x-a 

a) a= 1 , f(x)=x sgn(z — 1 ), donde sgnx = 

paraz<0. 

b) a *= 0, /<x) = í * 

[ ¿ T P'¿, ■ para z>0; 


L 


1 , para z> 0 
0 , para * — 0 . 
1 , para x< 0 ; 


c) a = 0 , / (z) 


r sen x 
Icos z, 


para z < 0 . 
para x^O? 

13. Sea lim /(x)c= 6 , liin g(x) = + oo. Demuéstrese que: 


a) lim (/(x) — g(x)) = — oo; b) lim -fr-r — 00 (cuando 6 =^ 0 ); 
c) lím-^^- = 0; d) lim ¡(x)g(x) = oo (cuando b^0). 

x-a • W x—a 

14. Sea lim /(z) =0 (además /(zl^tO cuando z^=a), 

x-*a 

lim g(x) = 6 = 3 fcO. Demuéstrese que lim - 4 -j x } = oo. 
a-a a-a ' \*J 


§ 2. Continuidad de la función en un punto 

I. Conceptos y teoremas fundamentales 

1. Continuidad de la función en un punto. Sea una función defi¬ 
nida en cierto entorno del punto a. 

definición. Una ¡unción / (z) se llama continua en el punto a, 
si lim / (z) = ¡ (a). 

x-a 

Supongamos que la función / (z) está definida en el semientorno 
derecho (izquierdo) del punto a, es decir, en cierto semiintervalo 
[a, a -)- e) (respectivamente (a — e, al). La función / (z) se llama 
continua a la derecha (a la izquierda ) en el punto a, si / (a + 0) = 
= / (a) (respectivamente / (a — 0) = / (a)l. 

Teorema 6. Para que una ¡unción sea continua en el punto a, es 
necesario y suficiente que sea continua en este punto a la derecha y a la 
izquierda. 

Teorema 7. Si las junciones f (z) y g (z) son continuas en el punto 
a, entonces las ¡unciones f (z) + g (z), / (z) — g (z), / (z) g (z), 
f (z)!g (z) también son continuas en el punto a (el cociente siempre que 
g (a) 0). 

2. Continuidad de la función compuesta. Supongamos que la función 
y = if (z) está definida en el conjunto X, en tanto que Y es un con¬ 
junto de valores de esta función. Supongamos, además, que en el 
conjunto y está definida la función u — f (y). Se dice que en el 
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conjunto X está definida una junción compuesta y se denota u — f (y), 
donde y = <p (x>, o u =/ (<p (x)). 

Teorema 8. Sea la función y = <p (x) continua en el punto a y la 
junción u = / (y), continua en el punto b = <p (a). En este caso la 
junción compuesta u = f (<p (x)) = Z 1 (x) serd continua en el punto a. 

3. Continuidad de las funciones elementales 

Las funciones y = C = const, y = x°, y =» a x , y — log„ x 
(a>0, a^= i), y = sen x, y = eos*, y = Igx, y = ctgz, 
y = aresen *, y — árceos *, y — arctg x, y = arcctg x se llaman 
junciones elementales más simples (o fundamentales). 

La función se llama elemental , si puede obtenerse con ayuda 
de un número finito de operaciones aritméticas y de superposiciones 
sobre las funciones elementales más simples. 

La reunión de todas las funciones elementales se llama clase de 
funciones elementales. 

Junto con las funciones elementales más simples se utilizan con 
frecuencia las llamadas funciones hiperbólicas: 

el seno hiperbólico sh * = (e* — e-*)/2; 

el coseno hiperbólico ch * = (e* + e~ x )l 2; 

la tangente hiperbólica th * = sh x/ch x\ , 

la cotangente hiperbólica cth * = ch */sh x. 

Teorema 9. Toda junción elemental definida en un entorno de cierto 
punto es continua en este punto. 

4. Segundo limite singular o básico: 

lím (i +*)'/* = e~ 2,718281828459045 _ 

x-0 

Advirtamos que este límite es una indeterminación del tipo I o . 

5. Clasificación de los puntosdediscontinutdad. Sea o el punto límite 
del campo de definición de la función / (z). El punto a se llama punto 
de discontinuidad de la función / (z), si / (*) en este punto no es con¬ 
tinua. Supongamos que / (i) está definida en cierto entorno del pun¬ 
to a , a la posible excepción del propio punto a. Entonces ase llama: 

1) punto de discontinuidad evitable de la función / (*), si existe 
lim / (*) = b, pero o bien / (x)¡ no está definida en el punto a , 

x-a 

o bien f (a) ^ b (si asignamos / (a) = b, la función / (x) se hace 
continua en el punto a, es decir, la discontinuidad se elimina); 

2) punto de discontinuidad de 1 especie de la función j (x), si 
existen / (a + 0) y / (a — 0), pero / (a + 0) ^ / (a — 0); 

3) punto de discontinuidad de 11 especie de la función / (x), si en 
el punto a no existe por lo menos uno de los límites laterales de la 
función / (x). 


II. Preguntas y tareas de control 

1. Enuncíense las definiciones: a) de continuidad de la función en 
un punto; b) de continuidad de la función por la derecha (por la 
izquierda) en un punto. 
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2. Cítense las condiciones necesarias y suficientes de continuidad 
de la función en un punto. 

3. Investigúese la continuidad de la función / (x) en un punto 
arbitrario a: 

a) / (x) = x 1 ; 

( 0, si x es un número irracional; 

(función de 

1, si x es un número racional Dirichlet) 

4. ¿Qué funciones se llaman elementales? 

5. Demuéstrese que la función y = sen x es continua en lodo 
punto a. 

6. ¿Para qué valores del argumento x la función / (x) = aresen (ln x) 
es continua? ¿Sobre la base de qué teorema? 

7. ¿Qué puntos se llaman puntos de discontinuidad de una función? 

8. Dense las definiciones del punto de discontinuidad evitablo y de 
los puntos de discontinuidad de I y de II especies. 

9. Hállense los puntos de discontinuidad de la función de Dirich¬ 
let. Indíquese el tipo de estos puntos de discontinuidad. 

10. Indíquese el tipo de discontinuidad de la función / (x): 

a) / (x) = sgn x; b) / (x) = | x |/x. 
lf. Enuncíese el teorema de continuidad de la función compuesta. 
Utilizando este teorema y el primer límite singular, calcúlese 

lím ln -5HÍ- . 

x —0 x 

12. ¿Qué funciones se ilaman hiperbólicas? ¿Pertenecen éstas a la 
clase de funciones elementales? ¿Para qué valores del argumento 
estas funciones son continuas? 


III. Ejemplos de resolución de problemas 


1. Investigar la continuidad de la función / (x) e indicar el tipo 
de sus puntos de discontinuidad, si: 


a) /(*)=4; b) /(x)=e-‘/*; c) /(x)=( 


x cuando x^ 1, 
ln x cuando x>l. 


A a) La función / (x) = x, cuando x 0, y no está definida, 
cuando x = 0. Puesto que Va lím x = a, en caso de que a rfc 0 

x-*a 

lím / (x) = a = j (a) y, por consiguiente, / (x) es continua en todo 

punto a ^ 0. En el punto x = 0 / (x) tiene una discontinuidad evi¬ 
table, por cuanto existe el lím / (x) = lím x = 0. 

x-»0 x-*0 

b) La función / /*) ='e- ,/31 es elemental, ya que representa de 
por sí la superposición de las funciones y = — x~ l y / = e*. La fun¬ 
ción / (x) está definida para todos x, a excepción de x = 0; por con¬ 
siguiente, según el teorema 9 es continua en cualquier punto z^0. 
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Puesto que / (x) está definida en el entorno del punto x — 0, pero 
no lo está en el propio punto, tendremos que x = 0 es un punto de 
discontinuidad. Calculemos / (0 + 0) y / (0 —0), haciendo uso de 
la definición del límite lateral de la función según Heme. Examine¬ 
mos una sucesión infinitésima arbitraria {*„} tal que x„ > 0 Vn. 
Ya que lím (—i/x„) = —oo, tenemos lim e _,/ *n = 0. Por 

n-oo n-oo 

consiguiente, lira e~'' x = 0. Examinemos ahora otra sucesión 
x-0+0 

infinitésima arbitraria { x '„} tal que x' n < 0 Vn. Puesto que 
lím (—1 lx' n ) = +oo, entonces lím = +oo. Por eso 

lím e -1/Jr = +oo, es decir, /(O—0) = -f oo. 
x-0-0 

De esta manera, en el punto x = 0 no existe el límite de / { x ) a 
la izquierda, lo que significa que x = 0 es un punto de discontinui¬ 
dad de II especie. 

c) Demostremos la continuidad de / ( x ) en el punto a 1. Tome¬ 
mos e < | a — 1 |, e > 0. Entonces el entorno e del punto a no 
contiene el punto x = 1, si e < 1 a — 1 |. En este entorno e la 
función / ( x) coincide o bien con la función <p (x) = x, si a < 1, o 
bien con la función (x) = In x, si a > 1. Puesto que las mencio¬ 
nadas funciones elementales más simples son continuas en el pun¬ 
to a, tendremos que / (x) también será continua en todo punto a =f= 1. 
Investiguemos la continuidad de la función / (x) en el punto a = 1. 
Para esto calculemos sus límites laterales en este punto, recurriendo 
a la continuidad de las funciones $ (x) y <p (x) en el punto a = 1 y 
al teorema 6. Obtendremos 

/(l + 0)= lím lnx= límlnx = lnl = 0, 

x -!+0 x— i 

/(1 — 0) = lím x= límx = l. 

x-1-0 x-l 


Así, pues, / (i + 0) / (1 — 0), por eso en el punto a = 1 / (x) 

tiene una discontinuidad de I especie. ▲ 

2. Demostrar que: 

a) lím _ ln í L +£L — i; b) lím = lna, a> 0, a# 1. 

x-0 x x-0 1 


A a) Representemos la función ——en forma de ln (1 -f- 
-|- *)*/* = ln y, donde y — (1 + *)•/*. Ya que lím (1 H-x)*'* = e y la 

x-*0 

función lnp es continua en el punto y = e, obtenemos que 
límln (l-t-x)‘/* = lne=l. 

x-*0 

b) Examinemos la función y = <p (x) = a x — 1, Ésta es conti¬ 
nua en el punto x = O e y (0) = 0. Además 


x = log Q (1 + y) y 


a*—1 _ y 

X — logxil + K) ' 
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Calculemos el lím - y .. , empleando el resultado del p. a): 

y-o 10 8o l' + S) 

lim • . • ,; • -r = lim . = ln a-=-^-=Ina. 


1 


y“‘o TOT - Jlo M1+F - *“ “ ^ lMH-y) 

y-0 V 

Examinemos ahora la función f (y) que es continua en el punto y = 0: 

loga 0+») cuand0 ^°- 


Hv) 


■{ 


lna cuando p = 0. 


Según el teorema 8, la función compuesta 

0*-l 

/<*(*)) 




cuando x¡^=0, 


a cuando x = 0 
o x -l 


es continua en el punto a = 0. Por eso lím 


= ln a. A 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

15. Investigúese la continuidad de la función / (x) e indíqueseel 
tipo de sus puntos de discontinuidad (véanse los ejer. 1—4): 

a) / (z) = x sen (1/a); b) / (a) = sen (1/a); c) / (a) = {a}; 
f a 2 , si a es un número irracional; 

d) i, s ¡ x es un número racional; 

e) /(»)° v| - | i 0 /(a) = arctg(l/a); g)/(a)= ,_J /(¡ . x j ! 

i í a 2 , para 0<x<l, 

h) /( g )° ln (,+ !)(—3) i ¡ )f(*)={ 2—a, para l<a<2; 

( a cuando I a 1^1, . ( eos(.ta/2) cuando )a|<l, 

k) /(*)= ( , cnando | x | > i; , ) /(x, = { |a-l | cuando |a|>l. 

16. Demuéstrese que: 


a) lím 
«-♦0 

c) lim 
x-0 


e*—1 

X 

abx 

x 


1; b) lím (1+J ] . a - l.,= a; 


■ i; 


x-0 

d) lim 
x-0 


lh j 


= 1 ; 


e) lím 

x -0 


1 — ch x 


1 

■T- 


§ 3. Comparación de las funciones infinitésimas. 
Símbolo "o pequeña" y sus propiedades 

I. Conceptos y teoremas fundamentales 

1. Comparación de las funciones infinitésimas. La función a (a) se 
llama infinitamente pequeña ( infinitésima) cuando x -*■ a (en el punto 
a), si lím a (x) = 0. Sean a (a) y 0 (a) dos funciones infinitési- 

X-»0 
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mas cuando x -*■ a. Las funciones a (x) y P ( x) reciben el nombre de: 

a) Infinitésimas del mismo orden cuandox -*■ a (en el punto a), si 

l> m -^-j- = c=yí=0, 

b) infinitésimas equivalentes cuando x -*■ a (en el punto a), si 
lím = 1 (la notación es: a~p cuando x -*■ a). 

I-a P \ x > 


Si il“ TW = 0, se dice que a(z) es una infinitésima de orden 

superior cuando x -*• a (en el punto a), respecto a ¡i ( x), y se escribe 
a = o (P) cuando x-*■ a (a. es igual a «o pequeña» de p cuando 
x-*-a). 

Por ejemplo x l = o (x) cuando x 0. 

Definiciones análogas tienen lugar para los casos de x -*■ a + 0, 
x a — 0, x -*■ oo. 

Es necesario tomar en consideración que las igualdades, que con¬ 
tienen el símbolo «o pequeña», son convencionales. Por ejemplo, la 
igualdad x 1 = o (x) cuando x 0 es cierta, pero o (x) = x 1 no es 
cierta, puesto que el símbolo o (x) designa no una función concreta, 
sino que toda función que cuando X-.0 as infinitésima de orden 
superior que x. Ejtiste una cantidad infinitamente grande de seme¬ 
jantes funciones: en particular, cualquier función z p (donde p > 1), 
es o (x) cuando x 0. Así, pues, la igualdad x 1 = o (x) cuando 
x —► 0 significa que la función x- pertenece al conjunto de funciones 
infinitésimas de orden superior cuando x 0 que x. Por eso «en 
sentido contrario» esta igualdad (o (z) = z s ) no es cierta: todo el 
conjunto de funciones o (x) no se reduce a una sola función z ! . 

2. Propiedades del símbolo “o pequeña” 

Teorema 10. Supongamos que a, (z) y a, (x) son dos funciones in¬ 
finitésimas cuando x a tales que a, (z) = o (p) y a 4 (z) = o (P). 
Entonces (z) + a, (z) = o (P) cuando x a. 

Este teorema puede escribirse en forma abreviada de la siguien¬ 
te manera: o (P) + o (P) = o (P). 

A la par con la propiedad indicada, enunciemos otras propiedades 
del símbolo «o pequeña» (en todos los casos se considera que a -*-0 
y P -»■ 0 cuando z a). 

1*. o (p) + o (p) = o (P). 

2*. o (p) - o (p) = o (p). 

3 a . o (cP) = o (P) V número c 0. 

4*. co (P) = o (P) V número c 0. 

5*. o(P n ) = o(P*), n> 2 (neN), *=1,2.n-t. 

6 a . (o(P)) n = o(P n ) Vn€ N. 

7 a . P”o(p) = o(P n *') VngN. 

8 a - -^-=o(P"-‘). „>2 („ 6 N). 


61 




Designemos una función infinitésima cualquiera cuando x -*■ a 
con el símbolo o (1). Entonces la 8 a propiedad será válida también 

para n = 1: = o (i). 

n 

9‘. o(S c„p*)=»o(P), donde c* son números. 

10 a . 0(0(p)) = 0(p). 

11 a . 0(P + 0(P)) = 0(P). 

12*. ap = o(o) y ap=»o(pl. 

13“. Si ct ~ p, entonces a—p = o(a) y a—P— o(P). 

II. Preguntas y tareas de control 

1. Dése la definición de la función infinitésima: a) cuando x -*■ a: 
b) cuando x ->■ oo. Adúzcanse ejemplos de semejantes funciones. 

2. Enuncíese la definición y cítense ejemplos de la función infini¬ 
tésima a (x): 

a) de un mismo orden que la función p ( x) en el punto a\ 

b) equivalente a la función P (x) en el punto a; 

c) de orden superior cuando x a que P (x). 

¿Qué significa la notación simbólica a = o (P) cuando x -*- a? 

3. Pónganse ejemplos de funciones a (x), para las cuales son válidas 
las igualdades: a) a (x) = o (x) cuando x -*■ 0; b) a (z) = 
= o (/'I — x) cuando x-*i— 0; c) a (x) =o (1/x*) cuando x— 00 . 

4. Demuéstrese que x 3 = o (x 5 ) cuando x -*• 0. ¿Es cierta la igual¬ 
dad x 3 = o (p) cuando x 0, si: a) p (x) = x; b) p (x) = 

= x*V I x |; c) P (x) = x -}/1 x |; d) p (x) = x 3 sen x? 

5. Demuéstrese que (x — 1)* = o (x — 1) cuando x 1. ¿Es cierta 

la igualdad (x — l) 3 = o (P) cuando x -*■ 1, si: a) P (x) = 
= (x - l) 3 ; b) p (x) = sen (x - l) 3 ; c) P (*) = í^-? 

B. Demuéstrese que 1/x* = o (1/x 3 ) cuando x 00 . ¿Es cierta la 
igualdad 1/x 4 = o (P) cuando x -*■ 00 , si: 

a/P(*) = -V (*=1. 2); b)p(x) = -¿-; c) P í 

«*) P(*)= z i- xn x “ ; e) P(*)= (j—tj* »rctg(l/*( ? 

7. ¿Son las funciones sen x y x infinitésimas equivalentes cuando 
x 0? Demuéstrese que sen x — x = o (x) cuando x -*■ 0. 

8. Valiéndose de las propiedades del símbolo «o pequeña», escríbase 
para la función a (x) una igualdad de la forma a (x) <= o (xr) 
cuando x -*■ 0, si: 

o (x) = o (x 2 ) + o (x 3 ); a (x) «= o (x) — o (x); a (x) = 5o (x); 

a (x) = o (3x*); a (x) = (o (x))*¡ a (x) = xo (x); o (x) = 

a (x) = o (—x + 2x 3 -f x 4 ); a (x) = o (o (x 3 )); a (x) = o (x + 

+ o (x)). 
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9. Aprovechando las propiedades del símbolo «o pequeña», escríbase 
para la función a (z) la igualdad de la forma a (z) = o (1/x*), 
cuando z oo, si: 

a(x) — o (1/x) — o (1/z), a (z) = 1000o (1/z), 

a(x) = o(1000/x), a (z) = (o(f/yTTT)) 2 , a (z) — z : o (1/z*), 

<*(*)-®(-¿~ 7) ! a ( í: ) = 0 (° (tt) ) í 

«(*)=*°(7r + o (•?■)) • 

III. Ejemplos de resolución de problemas 

1. ¿Será cierta la igualdad a(z) = o(z) cuando z0, si: 

a) a(x) = 2z», b) a (z) = 3x, c) a(z) = V'jTj, d) “(z) — I 
e) a (z) = 1 —cosz? 

A a) 2z 2 = o(z), puesto que lím = 0. 

x-o 1 

b) La igualdad 3x = o(z) no es cierta, por cuanto que 

lím— =3g¿=0. Las funciones 3z y z son infinitésimas de un 
x-o 1 

mismo orden cuando z 0. 

c) V| x | =/=o(x), ya que lím ^ ^ 1 ^ ■ = 00 . 

x-o x 

d ) lñ \ x | =0 (*)’ P° r ^anto que lím (-¡jyjy :*)=0. 

e) 1— cosx = o(x), puesto que lím - ~ cos * -- lim = 

x -0 * x-o *> ¿ 

= xJ?[ í 2 ^ L ] 2 t= 1 - 0 = 0 - ^ 

2. ¿Será cierta la igualdad a (x)=o(x 2 ) cuando x 0, si: 

a) ct(x)=sen 2 x; b) a (z) = z 3 ; c) a(z) = l —cosz? 

A a) sen 2 ZT¿o(z 2 ), debido a que lim *" - x— = lím ( r ) 2 — 

x—o x x—o ' x ' 

= 1. Las funciones sen 2 z y z 2 son infinitésimas equivalentes en 
el punto z = 0. 

b) z 3 = o(z 2 ), a causa de que lím -^ = 0. 

x-0 x 

c) 1— eos x o (x*), puesto que lím 1 — -i. L as funcio- 

x-o * L 

nes 1 — cosz y z 2 son infintésimas de un mismo orden en el 
punto x = 0. A 

3. Utilizando los limites: 

cosx 1 
** ~ 2 • 


a) 1 íra ü2ü. = t; b) lím. 1 -™* 

x -0 x x-0 


c) i ím !ü<i±£U 1: d ) lím £±Lz± = _L 

x -0 1 x-0 * * 
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(siendo n un nú mero n atural), representar las funciones sen x, 
cosa:, in (1 + z), y i+x en la forma 

>(!(i) = fl 0 +a | i*+o(z*) cuando x 0, 

donde k— 1 6 2; a, y a, son ciertos números. 

A Al principio demostremos que si a (a:) y p(x) son infinité¬ 
simas de un mismo orden cuando x -*■ a, es decir, lím (*| - =3 
= cgfc0, entonces o (x) = cfi (x) + o (($) cuando x -*■ a. 

En efecto, puesto que 

según la definición del símbolo o (P) tenemos a (x) — cp (z) = 
= o (p), o bien 

a (z) = c (P (z) + o (P) cuando x -► a. (1) 

De las igualdades a) . . . d), recurriendo a la fórmula (1), obtenemos 


sen x = x + o(z) 

cuando z 0; 

(2) 

eos z = 1 — i- x 2 + 0 (x 2 ) 

cuando z 0; 

(3) 

ln(l + x) = x + o(x) 

cuando z 0; 

(-4) 

"/T+I=l + Az+o(z) 

cuando z -*■ 0. 

1(5) 


Las fórmulas (2) . . . (5) se llaman fórmulas asintóticas , o también 
desarrollos asintóticos o bien represen taciones asintóticas de las ¡uncio¬ 
nes sen z, eos x, ln (1 + z), n / i + x cuando z -► 0. El último suman¬ 
do en el segundo miembro de estas fórmulas lo (z) u o (z ! )l se llama 
término residual de la fórmula asintótica. A 

4. Demostrar las propiedades 2“, 3*. 6», 9*. 10° del símbolo «o 
pequeña». 

A Recordemos que el símbolo o (P), que forma parte del primor 
miembro de las fórmulas, designa toda función infinitésima en el 
punto a de orden superior que P (z). 

i. Demostremos primero las propiedades 2*, 3“ y 6“, es decir, 

O (P) _ o (P) = o (P), (G)„ 

o (cP) = o (P) V número c # 0, (7) 

(o (P))" =± o (p n ) Vn 6 N. (8) 

Designemos con ctj (z), a, (z), a (z) unas funciones infinitésimas ar¬ 
bitrarias en el punto a tales que a, (z) = 0 (P), a, (z) = o (P), 
a (z) = o (cp) cuando z -*■ a. Según la definición del símbolo *0 pe- 
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( 9 ) 


quefia» estas igualdades significan que 


l(m 

x—a 


Tw 


= 0 , 



( 10 ) 


X™ 75«“ =0 l ec ¿ 0 )- (*lf 


Para demostrar la validez de las igualdades (6) . . . (8) hace falta 
establecer que 

a, ( x) — Oj (x) = o (P), a (x) =» o (P), 

(a, (x))« = o (P-), 


es decir, 


L t = 


— o 

x-a Pto 


£.= 


Km 


-lifL = 0 

P <*) U ’ 


1“ TO^ =0 - 


Teniendo en cuenta (9) y (10), obtenemos 

¿i =^fp L -““w= 0 -°= 0 ’ 

¿ *=(l Sm -T^-) B = 0 n =»0. 

Con ayuda de la igualdad (11) encontramos 
L t =c lím 4§ = c0 = 0, 

Así queda demostrada la validez de las fórmulas (6) . . . (8). 

2. Demostremos ahora las propiedades 9* y 10*, es decir, 

n 

0 (^2 c*P*) = o (P) (e* son números), (12) 

o(o(P)) = o(P). (13) 

Designemos coni|> (z), o (z) y qs (z) unas funciones infinitésimas arbi¬ 
trarias en el punto a tales que 

n 

♦ (z) = o (.£ CaP"). a (*) = O (P), <p (z) = o (a) = o (o (p)) , 


5-0151 
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es decir, 


( 14 ) 


l ím _££>_ = O, 

~° s 

fc=! 

iSw- 0 ' (,5 > 

, SÍ «._0. (16) 

Para demostrar la validez de las igualdades (12) y (13) es menester 
demostrar que 



Tomando en consideración (14), (15) y (16), obtendremos 

s 

2j e *P* 

¿ ’=^w^w=°-°= 0 - 

De esta manera la validez de las fórmulas (12,13) queda demostrada. ▲ 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

17. Haciendo uso de los límites: 

a) 11 m -- I ~ — = lna(a> 0, a^= 1); 

*-o 1 

b) llm = 1; c) lim <* — a; 

d)lím-^ = l; e) lim.%L = l; f) lími^i=-y.obtén- 

ganso las fórmulas asintóticas (cuando x 0) para las funciones 
a 1 , e 1 , (l+x)°, ahí, thx, chx. 

18. Demuéstrense las propiedades l*. 4 a , 5 a , 7 a , 8 a , 11 a — 13* 
del símbolo «o pequeña». 

19. ¿Será válida la igualdad o (o (z)) = o (z 1+e ) cuando z -*■ 0; 
si: a) e > 0; b) e = 0; c) —1 < e < 0? Arguméntese la respuesta. 

20. ¿Son válidas o no las igualdades: a) o (x + x ! ) = o (x J ), 
cuando x 0; b) o (x) = o (z l ), cuando x -*■ 0; c) o (x") = o (z), 
cuando x -*■ 0; d) o (l/x) = o (l/x*), cuando x oo; e) o (l/x ! ) = 
— o (l/x), cuando x —*■ oo? Arguméntese la respuesta. 
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21. Utilizando las propiedades del símbolo «o pequeña», escríba¬ 
se para la función a (x) la igualdad de la forma a (z) = o (1) o 
a (x) = o ((x — a)*) cuando x a (k es un número natural), si: 

a) a (x) = o (— 5x + X* — z’+o (—5z + x 3 — x 8 )) cuando 
x 0; 

b) a (z) = (z — 1) o ((x — l) 1 + o (z — 1)) cuando z -► 1; 

c) a (z) = -jrj- o (3x -(- x 1 ) cuando z 0. 

22. Valiéndose de las propiedades del símbolo «o pequeña», escrí¬ 
base para la función a (z) la iguoldal de la forma a (x) »= o (1) o 
a (z) = o (l/x*) cuando x -*■ oo (k es un número natural), si: 

«) (-¿r-T + 0 (7)) * 

b )a(z) = ^~J r ; c) ct(x) = x*-o (-^- + 0 ; 

d) a(z)-z(o(^-)-o(^-)); e) a (z) = 5z.o (-¿--f o (-i-) ) 


§ 4. Cálculo de los límites de funciones con ayuda 
de las fórmulas aslntóticas. Cálculo de los límites 
de las funciones potencial-exponenciales 

I. Conceptos y teoremas fundamentales 

1. Fórmulas aslntóticas. En los ejemplos y los problemas del §3 
se han obtenido las fórmulas asintóticas para las funciones elemen¬ 
tales simples cuando z 0. Escribamos estas fórmulas en forma 
de una tabla: 

I. sen x = x + o (x) 

II. cosx = l—|~ + o(z 3 ). 

III. In (1 + z) = z + o (z). 

IV. a* = 1 + z ln a -f- o (z) (a > 0); e* = 1 + z + o (z). 

V. (1 + x) a = 1 + ax + o (z). 

VI. tg x = x + o (z). 

VII. sh x = z H- o (z). 

VIII. chx=l +-^-x* + o(x 1 ). 

IX. th x = x + o (z). 

Las fórmulas expuestas quedan válidas, si en ellas el argumento z 
se sustituye o bien por z„, donde {x„} es una sucesión infinitésima, 
o bien por y (z), donde lím y (z) = 0. Por ejemplo, es válida la 

x—a 

representación que se deduce de la fórmula I: 



5 * 
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donde {o (1 ¡n 1 )} es una sucesión infinitésima de orden superior 
que {l/n J }, es decir, iim - —- límn^fl/n*) —0. 

n —oo n-® 

La función y (z) = x — 1 es infinitésima cuando x-*-l, por 
eso de la fórmula 111 se obtiene la igualdad 

In (1 + y (z)) = y (x) + o (y) cuando x -*• 1, 

o bien 

ln (I + (x — 1)) = In x i x — 1 4- o (x — 1) cuando * -*■ 1. 

Utilizando esta igualdad y la fórmula II, escribamos la repre¬ 
sentación asintótica de la función eos ln z cuando z 1: 

eos ln z = cos(z —f +o (z— 1))= 1 —^— 1 ^ —— + 

+ o((*-l+o(*- !)>*)• 

Basándonos en las propiedades del símbolo «o pequeña», obtene¬ 
mos 

+ i-lolz-1)p= (J ~ <) ‘ + o(z-l)» + o(z-l)» = 

= íi^-+o(z- 1 )i. 

De manera análoga, 

(z — 1 -I- o (z — 1))* = (z — 1)* + o (x — 1)’. 

En virtud de la 11» propiedad tenemos 

o ((z - 1)» + o (x - 1)’) = o (z - 1) s . 

Definitivamente obtendremos 

eos ln x = 1 — + o (z — 1)’ cuando x -*■ 1. 

2. Cálculo de los limites de las funciones potencial-exponencial». 
Examinemos el cálculo del límite, cuando x-*■ a , de una función 
potencial-exponencial lu (z»^ 1 », donde las funciones u (z) y v (z) 
están definidas en cierto entorno del punto a, además u (z) > 0. 
Son posibles los casos siguientes: 

1. Si lím u(z) = 6>0, lím o(z)=*c, tendremos lím utz)'<*>=6'. 

*-.a x-a *-o 

2. Si límu(z) = 0, lím y (z) = r > 0 (ó +oo), entonces 

x-+a x-*a 

lím u" = 0. 

*«•0 

3. Si lím u (z) = 0, lím u (x) = c < 0 (ó — oo), resulta que 

x—a x-+a 

lím u v ~ oo. 
x-*o 
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4. Si lím u(z) = 0, lím v (z) = O, entonces límu(i)'<*> se llama 

x—a x—a x-a 

límite indeterminado del tipo 0°. 

5. Si lím u(x)= 4 - 00 , lím t> (z) = e > O (6 +oo), obtendremos 

x-*a x—a 

que lím u®= + oo. 

X—O 

6 . Si lím u(z)= + oo, lím o (z) = e <; O {6 —oo), resulta que 

i-a i-a 

lím u"«» 0 . 

x—a 

7. Si lím u(x)= -foo, límt>(x)nO entonces lím u® se llama 

x—a x-a x-a 

limite indeterminado del tipo oo°. 

8 . Si límu(x) = l, lím o(z) = oo, obtendremos lím u" que se 

x-a x—a x-a 

llama límite indeterminado del tipo 1°°. A este tipo de indetermi¬ 
nación pertenece el segundo límite básico: 

lím (l+z)'/* = e. 

i-0 

Si presentamos u° en forma de e clnu , entonces resulta que cada 
una de las indeterminaciones (O®, oo®, l”) se puede reducir a la in¬ 
determinación del tipo O • oo para la función o ln u. 

Si en este caso lím u ln u = ó, entonces lím u‘' = e b . 

x-a x—o 


II. Preguntas y tareas de control 

1. Escríbanse las fórmulas asintóticas para las funciones sen z 
tg x, eos x, ln (1 -f z), e*, a x , (1 + z)°, sh x, th z, ch x cuando 
z -*■ 0 . 

2. Escríbanse las fórmulas asintóticas con el término residual de 

forma o (z“), cuando z -*■ O, o bien o (1 ¡X a ), cuando z oo (a > 0) 

para las funciones compuestas sen y, tg y, eos y , ln (1 4- y), 
e®, (1 + y) a , sh y, th y, ch y, si: a) y = 3x y z -*■ 0; b) y = 

*= Y x y*-* + 0 ; c) y = z 5 y z 0 ; d) y = 1 /z y z oo. 

3. Escríbanse las fórmulas asintóticas con el término residual do 
forma o(iln a ) (o> 0 ) para las sucesiones senz„, tgz„, cosz n , 
ln (1 + z„), e 1 », «*«, (l + z„)°, shz„, thz n , chz n , si: a) z„~ 
=» 1 /n; b) z B = i/n-; c) s,-. ln ( 1 +-|L) ; d) 

4. Dése la definición de una sucesión infinitésima {ct„} de orden 
superior que {1/n}, cuando n — oo. Dése la definición de una 
función infinitésima a (z) de orden superior que 1 /z, cuando 
x — oo. Escríbanse para a„ y a (z) las notaciones simbólicas 
correspondientes. 

5. Qué orden de infinitud tienen la sucesión a„ = no (1 /n*)cuando 
n -*■ oo y la función a(x) = x o ( 1 /z*) cuando z oo en compara¬ 
ción con { 1 /n} y p (z) = 1 /z, respectivamente? 
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6 . Utilizando la fóTmula aaintótica IV y de la definición de limite 
de una función según Heine, demuéstrese que e l f" = 1 + -i- 4- 

+ 0 cuando n oo. 

7. ¿Serán ciertas las igualdades: 

Yl+z* = 1 +|i‘ + 0 ( 1 *) cuando x -* 0; 
ch -2- = 1 + y-^- + o (yj-) cuando n — oo? 

Arguméntese la respuesta. 

8 . Cítense los casos posibles de cálculo de los límites de las funcio¬ 
nes potencial-exponenciales. Adúzcanse ejemplos de tres tipos 
de límites indeterminados para semejantes funciones. 

9. Calcúlense los límites: 

» (-s=r)' ¡ b >W'"*- 

III. Ejemplos de resolución de problemas 

1. Calcular lím ^ tg f /2) . 

q lncos3x 

A Escribamos el desarrollo asintólico del numerador, recurriendo 
a las fórmulas asintóticas para el seno y la tangente y a las propieda¬ 
des del símbolo «o pequeña»: 

sen sen tg = sen sen (*V+° ("x)) = 

= a en (-y- + o (x a ) +o (x 2 )) = sen (-^- + o (i*)) = —J- o(x a ). 

Aquí hemos aprovechado el hecho de que 0 (x‘*~ 0 (t’)) == 
= o (* 2 ) y »(**) + o (x 4 ) = o (x*). 

Anotemos ahora el desarrollo asintólico del denominador, utili¬ 
zando las fórmulas asintóticas para el coseno y el logaritmo: 

Incos3x = ln (l —^y^- + o((3x)*)) = 

= ln (l+(—x+«>(r I ))) = (— ? f-ro(^)) + 

= —+ * 2 )- 


70 



Aquí hemos aprovechado las propiedades de que 
o«3z)*)=o(**). o ( -if + o (x*)) = o (**), o(i=) +o (r*> = o(x 2 ). 


De esta manera el límite dado es igual a 


lím 


■>(*’) 


0 ——+<.(**) 


t ■>(**) 

_V.l!íl 

2 t i* 


4 +Um-^- 
2 _x -0 *’ 


—! + i [m j£IL •• 

¿ x -0 1 

Aquí hemos empleado el hecho de que, según la definición del 

símbolo "o pequeña 11 , lím ° ( * - = 0. A 
*-o 1 

2. Calcular lím a (a > 0). 

A Hagamos y = x—a, entonces el límite dado se escribirá así; 
lím -íí^^- = a° lím aV ~ 1 


I/-Q » li-O * 

Puesto que a. v = 1 + y ln a+o (y), obtenemos 

o° lím21^1. = tt ° l im gl°g+ l frl =d » (lna+ lím=o“ln a. 
y-0 y y-0 U V y- 0 0 ' 

Así, pues, lim °*~‘ >a =a ° | n a. ¿ 

x-a 1 a 

3. Calcular lím sen (n Y n 2 -¡-1 ). 

n-*eo 

A Utilizando la fórmula asintótica V para z=l/ra 2 y a =1/2, 
obtenemos 

y^Tl=n (l +-^r) 1/ - = " (í +T"jr+°(^r)) = 

-+*+•(*)• 

De aquí 

sen(nyV+l) = sen («n + •£■ + <> (4*) ) = 

= (-l)" S en(-g r a.o(-l-)). 


La sucesión {(— 1)"} está acotada y la {sen + os in¬ 

finitésima, por eso el producto de estas dos sucesiones también es 
una sucesión infinitésima. De esta manera 

lím sen (n/a' + l ) = 0. A 

n-*oo 

4. Calcular lím (eos x) cl *‘ x . 

i-O 
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A El limite dado es un límite indeterminado del tipo 1", ya 
que límcosx = l, mientras que lím ctg 4 x = oo. Escribamos 

*—0 x —0 

(cosa)"®’ 1 en forma de e ct * ,I - |n “ a * y calculemos L = límctg 4 xX 

jc-O 

X lncosx. Para esto anotemos el desarrollo asintótico para 
ln eos x y sen 2 x cuando x 0: 

lncosx = In (i--j- + o(x*)'j = —¿ + o(x 4 ), 

sen* x «=■ (x + o (x)) 4 = x 4 + o (a 4 ). 

A partir de estas igualdades, encontramos 

—§-+•(**) « 

¿ = limcos 4 x-llm „ + ,^ = T' 


Asi, pues, el límite buscado es igual a e t =e' 1 '' 4 . A 
5. Calcular lím (-i-)'" 1 ''”. 

A El límite dado es un límite indeterminado del tipo 0°* 
Para calcularlo anotemos en forma de otg<i/n)-in<i/n> 

y calculemos el límite L= lím (tg-^- ln . Obtendremos 


¿ = Um [ - !n n (4-+ o (4-) ) ] = - Um-Í2JL- 

— límflnn-o(—)1 = 0— lím Í2JL- lim-lí^-=0, 

n-oo L \ " / J n—OO n n-*co 

n 

puesto que lím * n n = 0 ((véase el § 4, cap. II) y lím ° — 0. 

n—oo n n-*oo */ n 

De este modo Z, = 0, es decir, el límite buscado es igual 

a 1. A 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

23. Escríbanse los desarrollos asintóticos de las funciones si¬ 
guientes, cuando x 0, con el término residual de forma o (X a ), 
donde a > 0: 

a) sen 4 (5 Yx ), sen 4 (5 Yx +i)(i>0); b) eos (éx 4 ); coa (4x 4 + x); 

c) o 4 *,_e 4 *+»^ (x>0); dj ln (1—x 4 ); ln(l-x 4 +x); e) 3- 

-/27-T, 3-^27-x+Vx (x > 0); f) 2**, 2** +It *; g) ln eos 2x, 
lncos(2x+x 4 ), h) coa '/sen x, ch Y sen x (x>0), 
i) ln (e* + V'i) (x> 0); k) 5**-~Vw: 1) V eos V x(x > 0); 
m) eos x eos x 4 — 1. 
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24. Anótense los desarrollos asintóticos de las siguientes funcio¬ 
nes, cuando x -*■ 2, con el término residual de forma o (x — 2)“, 
donde a > 0: a) sen (x — 2)*; b) (3 — x)3; c ) ln (x — 1); 

d) eos (m); e) tg (nz l ); f) V x — 1 — yx — lj g) x* — 4. 

25. Escríbanse los desarrollos asintóticos de las siguientes fun¬ 
ciones, cuando x -> oo, con el té rmino re sidual de forma o(l/x“), 
donde a> 0 : a) V x* + x—x; b) / x 3 + x —x; 

c) y (x + l)(x + 2) (x + 3) (x + 4) — x; 


d) sen (l/ 3 /?), sli(l 3 /x); e) eos (l/x 2 ); f) 5‘/*; g) lncos(2/i), 
ln ch ( 2 /x); h) e'/Ví— 1 (x> 0 ). 

26. Anótense las fórmulas «sintéticas para las siguientes sucesio¬ 
nes, con término residual de forma o(l/n“), donde cc> 0 ; 
a) Yn s +~ñ 3 —n; b) 2'/ n -|-7*/"-2; c) sen(l/ Vn). 

27. Calcúlense los limites: 

,, cosx—cosar *" (* 3 ) . 

8) ÜL"? -*-’ b) rl‘“3 l-2«»x ’ 

c) lím(l-x)tg- 2 ¿-; d) lim (m. n£H); 

¡C-.1 * x-0 * 

e) lím (yT+’x + x 2 —V 1 —x + x 2 ); 

x-+*> 

„ , c _ /coex-V^ . lna -l° a . . 

0 lím - 3 - 1 8 ) llm x-a ■ 

x -0 eu * x-a 

t-\n 

h) lím 11 cuando x -*- + 0 , x — 1 , x -f oo; 

i) lím [tg(-£-+ 

k) lím (*ra-)‘ 1 ) lím (sen x) 1 * *; 

x—+oo ' 0I T ¿ 1 x-Ji /2 

m) lím n) lím —r-^-) («> 0 , ó> 0 ). 

Tl—oo 7l-oo ' 

28. Calcúlense los límites: 

a) lím Vi+^VJ+bx- L {m n € N) . 

b) lim rr+S-H±S.. c) lim ; 

x-o t -.y¡ _ L *-+» “" 3 v* 

d) e) lím 


e”-e” 
sen (r‘/2)—s( 


x _ 0 lucos3x * 
f) límnr/r-l); í«>0); g) Um(^±) n ’; 
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eos' 


«£(«&) ' 

k) lim sen" (^-) ; 1) lím eos" -4=- ; 

n-oo \sn-ri / n—oo y n 

m) Um (tgi)'* 2 *. 

29. Calcúlense los límites: 

«>üy = b, .ta í=fo»); 


ln 


tg(-r+«)' . 


sen ¡>i 


c) lím 

d) lim ^ -(OO); 

/l-O A 


eos (se*)- eos (ge-*) . 

«a i**-*)*- 


e) lím 

x-0 


g) lím n 2 sen f ln eos -2- ) ; h) lím [ ( 
n-oo V " ' *-»> L ' 

i) lím cos(n V^n 2 T-n ); 

tl-*oo 

k) lím (i — lnchz). 

*-+“ 

30. Calcúlense los límites; 


n 

n+i 


a) lím ( 3 /x 3 + Sx t — Yx 1 — 2x); 

X--H» 

b) iím *«/*!(*+i) v ’—(*—i) v *]; 

X-OO 

. ,, 1 — eos z eos 2z eos 3* . 

c) “•»-¡ÜJS-• 

d) lím(l-*)log,2; e) lím (o>0); 

X-i x-a 1 ° 

í) límn 2 (V r ¿-’ ,+ ‘/á) (a>0); 

y,'Z ¡ **+V& -, hjlta&g., 

i) Hm[cos(2 n ( 7 i T )°)] rt ; 

k ) Kj **" [-^ + ( 1 +t)°] : 

l) lím (sen-p+cos! 

ln(*»+í*) . In(**+e*) 

m) x i “ ln(x*+e«T’ D > x l ‘fl la(** + e«) ‘ 


)“ + sen 



Capítulo IV 

Derivadas y diferenciales 

§ 1. Derivada de una función. Reglas de derivación 
I. Conceptos y teoremas fundamentales 

1. Definición de la derivada. Sea la función j/=/(*) definida 
en cierto entorno del punto i„. La función del argumento te se llama 
incremento de esta función en el punto x 9 : 

Ap =/(*.+ te) — f (x„). 

La razón entre los incrementos es una nueva función del 
argumento te. 

definición Se llama derivada de una función y = f (x) en el 
punto x 0 el lím ^—( si éste existe). 

Ax-0 111 

La derivada de la función y = f (x) en el punto z 0 se denota 
con /' ( x 0 ) o y' (z 0 )- La operación de hallar la derivada se llama 
derivación ( diferenciación). 

2. Tabla de derivadas de las funciones elementales simples 

I. (x“)' = 02 “* 1 (a es cualquier número). 

II. (sen x)' = eos x. 

III. (eos x )'= —sin x. 

IV. (log a x )' = jia, ’ en particular, (lnz)'=-i- (x>0). 

V. (a 1 )' = a* ln a, en particular, (e*)' = e*. 

vi- *e z )- 

VII. (ctg x)' = »€ Z). 

VIII. (aresen x)‘ = ( — 1 <*< 1). 

IX. (árceosx)'=--y==r- (-1 <*<!). 

X. (arctg *)' = • 

XI. (arcctg x)‘ -- 

XII. (sh *)' = ch x. 

XIII. (chz)'=>shi. 

XIV. (thx)' = ^. 

XV. (cthz)'---^ (x¥=0). 
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3. Interpretación física de la derivada. La derivada /' (z 0 ) es la 
velocidad con que varía la función y = f(x) en el punto x 0 (con otras 
palabras, la velocidad con que se modifica la variable dependiente y 
respecto a) cambio de la variablo independiente x on el punto x Q ). 
En particular, si x es el tiempo, y = / (x), la coordenada de un punto 
en movimiento por una recta en el instante x, entonces /' (x) 0 es la 
velocidad instantánea del punto en el momento de tiempo z 0 . 

4. Interpretación geométrica de la derivada. Ezaminomos la 
gráfica do la función y = f (x) (fig. 1). Los puntos M y N tienon las 
coordenadas siguientes: M (x», / (a 0 )), N (x„ + A x, f (x, + Ax)). 

El ángulo entre la secante UN y 
el eje Ox designémoslo con <p (Ax). 

definición Si existe el 
lím tp (Az) = <p 0 , la recia l con 

A*—0 

el coeficiente angular k = tg <p 0 , 
que pasa a través del punto 
M(x t , f(x 9 )),se llama tangente a 
la gráfica de la función y = / (x) 
en el punto M. 

Teorema i. Si la función y = 
= f(x) tiene en el punto x„ la deri¬ 
vada ¡' (x 0 ), la gráfica de la función tendrá en el punto M (x 0 , / (x 0 )) 
una tangente, con la particularidad de que f (x 0 ) será el coeficiente^ 
angular de la tangente, es decir, la ecuación ¿Le la tangente se escribirá 
en la forma 

y ~f ( x a ) = /' (lo) (x — x„). 



Si la función y = f (x) es continua en el punto z„ y 


lím 


/(i„+Ax)-/W . 


Ax 


oo, 


se dice que la función tiene en el punto x 0 una derivada infinita. 
En este caso la tangente a la gráfica en el punto es paralela al 
eje Oy, siendo su ecuación: x — x 0 . 

5. Derivadas laterales. Si existe 

Um ( lím ) , 

AX-+0 I* ' Ax-* —O te I 

éste se llama derivada a la derecha (a la izquierda) de la función y = 
= / (x) en el punto z 0 y se denota f (x 0 + 0) (respectivamente 
/’ (*. - 0 ) 1 . 


I 


(«O - w/1* 

Si existen f (x 0 + 0) y f (x 0 — 0) y son iguales, existirá también 
.' (x 0 ) y seré igual a ¡‘ (x 0 + 0). Inversamente: si existe f (x 0 ), 
existirán también /' (x 0 -f 0) y /' (x 0 — 0), además /' (x 0 + 0) = 
= /' (x 0 — 0) => /' (x.). 

6. Reglas de derivación 

Teorema 2. Si u (x) y v (z) tienen derivadas en el punto x 0 , la 
suma, la diferencia, el producto y el cociente de estas funciones (este 
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último siempre que v (z„) =?fc 0) también tendrán derivadas en el punto 
z„, además en el punto z„ serán válidas las igualdades: 

(u+v)' = !*' + «>'; (u —t>)' = «'— v'; 


(uv)‘ = u’v+uv 



7. Derivada de una función inversa 

Teorema 3. Si la función y = / (z), estrictamente monótona y 
continua en cierto entorno del punto z 0 , tiene derivada en el punto z 0 
U f (x 0 ) ^ 0, «zisíe una función inversa x = f~ l (y), la cual está de¬ 
finida en cierto entorno del punto y a = f (z 0 ) y tiene derivada en el 
punto y o, con la particularidad de que 

U-'(y t (i) 


La interpretación física déla fórmula (1) es: la derivada (/-' (y¿)' 
es la velocidad con que se modifica la variable z respecto al cambio 
de la variable y, y f (z 0 ) es la velocidad con que cambia la variable y 
respecto al cambio de la Variable z. Está claro que estas magnitu¬ 
des son mutuamente inversas. 

8. Derivada de una función compuesta 

Teorema 4. Si la función t = tp (z) tiene en el punto z„ la derivada 
q>' (z„), y la función y = \p (í) tiene en el punto í 0 -= <p (z 0 ) la derivada 
i))' (í 0 ), también la función compuesta y = ip (<p (z)) = f (z) tendrá de¬ 
rivada en el punto z 0 , además 

/' (x 0 ) = f>' (<P (*«)) (x„)- (2) 


La interpretación física de la fórmula (2) es: la derivada <p' (z 0 ) 
es la velocidad con que se modifica la variable t respecto al cambio 
de la variable z, en tanto que la derivada i|>' (í 0 ) es la velocidad con 
que cambia la variable y respecto al cambio de la variable t. Está 
claro que la velocidad /' (z 0 ) de modificación de la variable y res¬ 
pecto al cambio de la variable x es igual al producto de las velocida¬ 
des tf>' (í 0 ) y <p' (x 0 ). (Si t se mueve con mayor rapidez que z k veces, 
e y con mayor velocidad que 1 1 veces, entonces y se mueve más 
rápidamente que xkl veces.) 

9. Derivada de una función dada en forma paramétrlca. Suponga¬ 
mos las funciones 

x = <p (<). y = ♦(*) (3) 


están definidas en cierto intervalo de cambio de la variable t que 
denominaremos parámetro. Sea la función z = q> (f) estrictamente 
monótona en este intervalo. Entonces existe una función inversa 
/ = qr- 1 (z) que, poniéndola en la ecuación y = ip (<), obtenemos 
y = ’MT 1 (x)) = / (z). 

De esta manera la variable y es una función compuesta de la variable 
z. La representación de la función y = / (z) con ayuda de las ecua¬ 
ciones (3) ae llama paramétrica. 
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La ecuación (3) puede interpretarse como la dependencia de las 
coordenadas del punto que se mueve en el plano (x, y) respecto del 
tiempo t. En caso de semejante interpretación la gráfica de la fun¬ 
ción y = f (x) es la trayectoria de un punto. 

Si las funciones x = <p (/) e y = \|> (t) tienen derivadas q>' (i) ^= 0 
y i|>' (/), la función y = f (x) también tendrá derivada, además 

< 4 > 

Se debe advertir que la existencia de la derivada q>' (i) con cierto 
signo determinado constituye la condición suficiente de la monoto¬ 
nía estricta de la función x = cp(í) y, por consiguiente, de la exis¬ 
tencia de la función y = / (x) representada en forma paramétrica. 

10. Derivada de la función vectorial. Si a cada valor de la variable 
l £ T (T es cierto conjunto numérico) está puesto en correspondencia 
cierto vector r, entonces se dice que en el conjunto T está determina¬ 
da la /unción vectorial (/unción vector) r = r (t). 

definición El vector a se llama límite de la función vectorial 
r = r (t) en el punto t„, si lím | r (<) — a | = 0. 

definición Se llama derivada de la función vectorial r — r (t) 
en el punto t el lím (r (t + Ai) — r (í)) (si es que existe). 

41-0 . , 

La derivada de la función vectorial r ( l) se designa con r (l). 

11. Interpretación física de la función vectorial y de su derivada. 
La posición del punto M en el espacio puede prefijarse mediante sus 

tres coordenadas o el vector 

_ M[x(t)¿/(t),z(t)] r = OM, cuyo origen coincide 

?v con el origen de coordenadas y el 

/ extremo, con el punto M (fig. 2). 

\ Si el punto M se mueve, el 

R /mv '— vector r variará con el correr del 

/ tiempo t. Así, pues, el movimien- 

oy » - - to del punto puedo describirse 

/r ] V por medio de la función vecto- 

/ 1 rial r = r (í), donde t varía en 

rx cierto segmento (a, 6). El con- 

Plg. 2 . junto de los extremos de los 

vectores r (t) (donde t £ [a, ¿)) 
represóme en sí la trayectoria de movimiento del punto (también 
so llama la hodógrafa de la función vectorial r = r (í)l. La deri¬ 
vada r'(í) es el vector velocidad instantánea del punto en el instan¬ 
te t. El vector r' (t) está orientado por la tangente hacia la trayectoria. 

Si notamos con x (i), y (1). 2 (0 >«3 coordenadas del punto M en 
el instante de tiempo t y con 1, j, k, los vectores unitarios de los ejes 
de coordenadas, la función vectorial r = r (t) puede representarse 
en la forma siguiente 

r = ix (t) + jy (í) + kz (t), 
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y la derivada r' (í), en la forma de 

r' </) = lx' (í) + j y' (í) + kt' (I). 

De manera análoga el movimiento del punto M en el plano (x, y) 
puede describirse por la función vectorial r = ix (/) -j- j y (i). 

Si x' (<) tiene un signo determinado, por ejemplo, x’ ( t) > 0, 
la trayectoria de movimiento del punto A/ será la gráfica de la 
función y = / (x) dada mediante las ecuaciones paramétricas x — 
= x (/), y = y (/). 

Las coordenadas del vector 
velocidad r' (f) son iguales a 
x‘ (í) e y' (í), mientras que la 
tangente del ángulo entre el 
vector r' (í) y el eje Ox, es decir, 
el coeficiente angular de la tan¬ 
gente a la gráfica de la función 
y - f (x) es igual a y' ( t)/x ' (i) 

(fig. 3). De esta manera hemos 
obtenido de nuevo la expresión 
(4) para la derivada de la fun¬ 
ción representada en forma pa- 
ramétrica. 

El vector n (!) = {— y 1 (í), x' (/>}, cuando x' ! (<) + y' (t) ^ 0, 
es el vector de la normal a la gráfica de la función y = / (x) en el 
punto M (x (í), y (l)), es decir, el vector director de la recta que pasa 
a través del punto M en forma perpendicular a la tangente hacia la 
gráfica en este punto (esta recta se llama normal). 

II. Preguntas y tareas de control 

1. ¿Qué se llanta incremento de la función y = / (x) en el punto x„? 

2. ¿De qué argumento depende la razón entre los incrementos 
— ? ¿Cuál es el campo de definición de la función 

3. Dése la definición de la derivada de la función y = f (x) en el 
punto x a . 

4. Utilizando la definición de la derivada, dedúzcanse las fórmulas 
para las derivadas de las funciones x n (n es un número natural), 
sen x, eos x, log x„, a 1 . 

5. ¿Qué interpretación física tiene la derivada de función y = / (x) 
en el punto x„? ¿Qué movimiento de un punto se describe me¬ 
diante la ecuación y — v¿x + y 0 (x es el tiempo, i> 0 e y 0 son 
constantes)? 

6. ¿Qué interpretación geométrica tiene la derivada de la función 
y — f ( x ) en el punto x„? Dése la definición de la tangente a la 
gráfica dé la función y = / (x) en el punto (x 0 , / (x 0 )) y escríbase 
la ecuación de la misma. 
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7. ¿Cuándo se dice que la función tiene en el punto x„ una derivada 
infinita? Adúzcase un ejemplo de una función, cuya gráfica 
tiene en cierto punto la tangente vertical. 

8. ¿Qué son las derivadas laterales de la función en un punto? 
¿Qué relación existe entre las derivadas laterales y la derivada 
de la función en un punto? Adúzcase un ejemplo de una función, 
en la cual existen las derivadas laterales en cierto punto, pero 
no existe la derivada en este punto. 

0. Dedúzcanse las fórmulas para las derivadas de la suma, dife¬ 
rencia, del producto y del cociente de dos funciones. Haciendo 
uso de aquéllas, dedúzcanse las fórmulas para las derivadas de las 
funciones tg x, ctg x, sh x, ch x, th x, cth x. 

10. Enúnciese el teorema de la derivada de una función inversa. 
¿Qué se puede decir acerca de la derivada de una función inver¬ 
sa, si están cumplidas todas las condiciones del teorema, a excep¬ 
ción de la condición /' (x 0 ) ¥* 0 (es decir, se cumple la condición 
de /' (x 0 ) = 0)? Adúzcase un ejemplo de un caso semejante. 
¿Qué interpretación física tiene la fórmula para la derivada de 
una función inversa? Valiéndose de esta fórmula, dedúzcanse las 
fórmulas para las derivadas de las funciones trigonométricas 
inversas. 

11. Enúnciese el teorema acerca de la derivada de una función com¬ 
puesta. ¿Valdrá este teorema para la función y = sen* (Vx a ) en 
el punto x = 0? ¿Existe o no la derivada de esta función en el 
punto x = 0? ¿Qué interpretación física se le puede dar a la 
fórmula para' la derivada de una función compuesta? Aprove¬ 
chando esta fórmula, dedúzcase la fórmula para la derivada de 
la función x“ (a es un número cualquiera). 

12. ¿En qué consiste la representación paramétrica de una función? 
¿Bajo qué condiciones es válida la fórmula (4) para la derivada 
de una función dada en forma paramétrica? 

13. ¿Qué es la función vectorial? Dése la definición del límite y de la 
derivada de una función vectorial. ¿Qué interpretación física 
tienen la función vectorial y su derivada? 

14. Recurriendo a la definición de la derivada de una función vecto¬ 
rial, dedúzcase la fórmula r' (!) = lx' (<) + jy' (f) + kz' (í). 

15. ¿Cuáles son las coordenadas del vector unitario de la normal 
hacia la hodógrafa de la función vectorial r => lx (<) + j y (t) en 
el punto M (x (/), y (<))? 

III. Ejemplos de resolución de problemas 

1. Valiéndose de la definición de la derivada, hallar la derivada 

de la función y = x* en el punto x = 1. 

A Encontremos el incremento de la función y = x* en el punto 

x = t: 
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Ay = (1 + Ax)» -1 = 3 Ax+ 3 (Ax)* + (Ax)>. 



De aquí obtenemos -^- = 3 + 3 Az-(- (Ai) 2 y, 


por consiguiente, 


2. Comparar en el intervalo 0 t ^ 1 las velocidades instantá¬ 
neas y medias de dos puntos, cuyos movimientos rectilíneos vienen 
dados mediante las ecuaciones r, = í*. s c = 2 1 * (t > 0). 

A Encontremos las velocidades instantáneas de los puntos en el 
momento de tiempo t: v, (t) = s; (<) = 2 í; v t (í) = s; (t) = 8l 3 . De 
aquí obtenemos o, (0) = o , (0); y, (1/2) = o, (1/2); y, (í) > y, ( l ), 
cuando 0 < / < 1/2; v¡ (i) < y, (/), cuando í > 1/2. La velocidad 
media del primor punto en el espacio de tiempo 0 ^ t < 1 es igual a 


v i roed 


»■(!)-«. (0) 4 

4 - 1 


De manera análoga, 

v t m«d= l ** - <1> 7 ~~ 0 ' > = 2 - Así P ues ' A 


3. Anotar la ecuación de la tangente hacia la gráfica de la fun¬ 
ción p = eos i en el punto con abscisa x = n/6. 

A Tenemos x 0 = n/6, f (x„) = eos (n/6) = V^t/2, /' (z 0 ) = 
= —sen (n/6) = —1/2. Por eso la ecuación buscada de la tangente 
se escribirá en forma de 



4. Hallar las derivadas laterales de la función / (x) = ¡ x — 
— x o I g ( x ) en el punto x 0 , donde g (x) es una función continua en 
el punto x 0 . ¿Tendrá la función / (x) alguna derivada en el punto z 0 ? 

A Cuando Az > O, el incremento de la función en el punto x 0 
tiene la forma 


A ¿/ = /(*o + A *)-/(*o) = 

= | x 0 + Ax—z 0 |g(x 0 4-Az) — 0 = g(x 0 +Ax) Az, 

de donde = g (x 0 + Az). Puesto que g(x) es continua en el 

punto z„, tendremos lím ~ = g(* Q ). Así pues, f (x o +0)t= g(x„). 

A*- + 0 

De manera análoga, cuando Az <C 0, obtenemos Ay =» — g (z 0 + 
+ Az) Az, de donde 

lím -¿f= lím (-g(z 0 -)-Az))= -g(x„), 

A*--0 áx--0 


es decir, / (x„ — 0)= — g(x 0 ). 

S¡ g (x„) ¥= 0, resulta que /' (z 0 + 0) =/= /' (x, — 0) y, por con¬ 
siguiente, la función / (x) no tiene derivada en el punto x 0 . Pero 
sí g (*o) = entonces /' (z„ + 0) = /' (x„ — 0) = 0 y, por lo 
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tanto, la función / (z) tiene derivada en el punto x 0 , con la particu¬ 
laridad de que /'(z 0 ) = 0. A 

5. Calcular la derivada de la función: 

a) y = * (z>0, x^=l); b) ¡/ = cos (2*—x 5 ) ( — oo < x <oo). 

A a) A partir de las reglas de derivación del producto y del 
cociente, así como de la tabla de derivadas, obtenemos 

y (*)=-- 

(** cosx-)-2>sen r) |n J—x* sen* — 

--ri-- - 

= x(zc08r+2sonx)jn J -x»cn _ « (í>0i x ^ {) 

b) La función y = eos (2* — X a ) puede representarse en forma 
de y = eos t, donde t = 2* — z*. Valiéndonos de la regla de deri¬ 
vación de una función compuesta, obtenemos 

y' (z) = (eos/)' (2*-**)' = 

=—sen (2*—x 3 ) (2* ln 2 — 3Z 2 ) {— oo<z<oo). ▲ 


6. Hallar la derivada y' (z) de la función 

1 x 2 sen(l Ix) cuando z^faO, 
0 cuando z = 0 


e investigar, si y' ( x) es continua en el punto z = 0. 

A Cuando x=^=0, la derivada i/'|(x) puede encontrarse mediante 
la derivación de la función x* sen (1/z) según la regla de derivación 
del producto. Esto da 

y' (z) = 2x sen (1/z) — eos (1/z) (z 0). 

La expresión obtenida no está definida para z = 0. Esto no signifi¬ 
ca, sin embargo, que y' (0) no existe, puesto que la expresión para 
y' (z) se ha obtenido a condición de que z =f= 0. Para encontrar 
y’ (0) utilicemos de la definición de la derivada. El incremento A y 
de la función y (z) en el punto z = 0 es igual a (Az) s sen (1/Ax), 
por eso 

lím -^-<= lím Az sen -r—= 0, es decir, y'(0)=0. 

A»-0 A*-0 “ 

De este modo y' (z) existe en todos los puntos: 

f 2z sen (1/z)—eos (1/z) cuando z^=0, 
y (*) = I 0 cuando z = 0. 


Para investigar la continuidad de y' (z) en el punto z = 0, exa¬ 
minemos lím y' (z). Está claro que lím 2x sen (1/z) = 0, en 

x-0 x-C 
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tanto que lím eos (1/z) no existe. Por eso tampoco existe 
*-o 

lím y' (x). Así, pues, y’ (z) es discontinua en el punto x = 0, 
ac-o 

siendo éste un punto de discontinuidad de II especie de la función 

y" (*)• A 

7. Demostrar que las ecuaciones z = eos t, y i = sen t (0 < t < n) 
representan en forma paramétrica cierta función y = / (z). Hallar 
la derivada /' (z) de esta función. 

A La función z = eos l es estrictamente monótona (decreciente) 
en el segmento 0 < t ^ n y, por consiguiente, tiene la inversa. In¬ 
troduciendo esta función inversa en la ecuación y = sen í, obtene¬ 
mos la función de forma y —J (z). En el caso dado la función in¬ 
versa se encuentra en forma explícita: l => árceos z y por eso para 
/ (z) obtenemos la expresión / (z) = sen (árceos z) (—1 ^ z sg 1). 
Esta función puede escribirse en la forma siguiente: / (z) = V 1 — z* 
I —1 ^ z ^ 1) (expliqúese por qué). Calculemos la derivada 
/' (z) mediante dos procedimientos: a) recurriendo a la expresión 
explícita; b) utilizando la fórmula para la derivada de la función 
representada en forma paramétrica. Tendremos: 

a) /’(*)= —7i=r (-i<*< í); 

b) /'W—sr7 <«*■<>• **»>• 

Ya que cosí —x, 3604 = ^1 — eos*t = "^ 1 — **> cuando 
de la segunda expresión para /' (z) obtenemos la primera: 

/'(*)“- , * ó -l<z<l). A 

V l— *. 

8. Demostrar que si las funciones vectoriales r, (<) y r, (/) tienen 
derivadas, entonces para la derivada del producto escalar (r t (I) r¡ (t)) 
es válida la fórmula 

(r, W r, (<))' = (0 (0) + (*. (') f, («))• 

A Sea r, ( t ) = lz, (f) + jy, (t) + lez, (t). r, (í) = iz, (<) + 
+ \Vi (<) + (í). Entonces (r, (<) r, (<)) = x¡ (/) z, (/) + 

+ í/i (0 (<) -1- (0 (<). Aprovechemos el hecho de que, si 
t, (t) (i — 1, 2) tiene derivada, también x t (/), y, (t), (/) tienen 
derivadas, además r¡ (l) = lz¡ (<) + jy¡ (f) + kz¡ (t) (véase el ejer. 
20). Obtenemos 

( r i (0 (0)' = *; (o i, (o + *. w *; w + 

+ y[ (0 üj (0 + y, (0 y't (<) + (<) (0 + *i (0 (0 = 

= (t) (<) + ü¡ (0 y, (D + K (0 (0) + {*. (0 (0 + 

+ y. (0 y i (0 + (0 (0) = <r; (0 r s (í)) + (r, <0 r; («)). ▲ 
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IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

1. Escríbase la expresión para Ay = / (x 0 4- Ax) — / (x) y hállese 
el campo de definición de la función A y, si: a) / (x) = arcsen x, x 0 = 
= 1/2; b) / (x) = árceos x, x 0 = 0; c)/ (x) = la x, x # = 2; d) / (x) = 
= sen x, Xg = 2 ji. 

2. Utilizando la definición de la derivada, hállese la derivada de 
ia función: a) y = x en el punto x = 1; b) y = x a en el punto x = 
= x 0 ; c) y = Y X en el punto * = 4; d) y = x | x | en el punto 
x = 0; 

1—COSI . , n 

- cuando x^O, 

* en el punto x = 0. 

0 cuando x = 0 



3. Las ecuaciones del movimiento rectilíneo de dos puntos tienen 

la forma siguiente: a) Sj = !,«,= í* (f ^ 0); b) s, = í*, s» = t 3 
(t > 0); c) Sj = ln /, s, = YT(t > 1) (t es el tiempo, s, y s a son 
las distancias recorridas por los puntos primero y segundo en el 
tiempo í). Compárense las velocidades instantáneas de estos dos 
puntos, así como sus velocidades inedias en los intervalos de tiempo 
0 < ¿ < 1 y 1 < ¿ ^ 2 para los casos a) y b) y en los intervalos 

1 / sgf 4 y 1^1^25 para el caso c). 

4. Anótese la ecuación de la tangente a la gráfica de la función 

y = f (x) en el punto con abscisa x 0 , si: a) / (x) = sen x, x 0 = 0; 

b) / (x) = x J , x„ = 1; c) / (x) = Vx, x 0 = 0; d) / (x) = arclg x, 

x 0 = 1. 

5. Hállese el punto de intersección de las tangentes a la gráfica 
de la función y = f (x) en los puntos con abscisas x t y x s , si: a) / (x) = 
= eos x, Xj = n/6, x s = n/2; b) / (x) = e*, x, =0, x s = 1; c) / (x) = 
= arcsen x, x, =0, x 2 = 1/2. 

6. Escríbanse las ecuaciones de las tangentes a la gráfica de la 
función y = Yx que pasan a través del punto (2, 3/2). 

7. Hállense las derivadas laterales /' (x„ + 0) y /' (x 0 — 0) y 
compárenlas, si: 

a) /(x)=|x|, x o ~0; b) /(*)=. |*l. x„=l; c) /(x) = x a sgnx, 
x, 0; d) / (x) — Y sen a x, x 0 = O, e) /(x)= | x | senx, x„=0; 

f) /(x)=j*--5-|cosx. x„ = -2-; g) /(x)= | x—1 | e x , x 0 =1. 

¿Existe en cada caso la derivada /' (x 0 )? 

8. Hállese y'_(x), si: a) y = X a ; b) y = Y~ x '< c ) ü ~ d ) ü = 
= 2 y~x 3 — 3 lY x > e) y = log, x 3 + log,x a (calcúlese y' (1)); f ) y — 
= 2 X + (1/2)*; g) y = sen x — eos x (calcúlense y' (0) e y' (n/4)); 
h) y — tg x — ctg x; i ) y = arcsen x 4- árceos x (expliqúese el re¬ 
sultado obtenido); k) y = arctgx + arcctg x (expliqúese el resul¬ 
tado obtenido). 
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9. Demuéstrese que, si u (x) y v (x) tienen derivadas en el punto 
iyu(i)>0, la función [u (x)l c< *> también tiene derivada en el 
punto x, además 

[u =v(x)u (x)*<*>-V (x) + u (x)'»*) ln u (x) v' (x). 


10. Hállese y' (x), si (para todos los casos a > 0): 

<>) ; y= V’**—y»*V**+ 1 ; 

b) + + y = sen 1 (eosx) + eos 2 (senx); 

c) p ^ sen | sen (sen x) ] ; = ; P = 2 00,x *‘«*; 

d) joe’sem; p = e**cos2x; p — e^+x**; 

e) ¡/ = x*; p=>ln[ln(Inx)]; P‘=-¿' ln IT^ : 

f) p=ln|x|; p*=ln (i + V'x , ±o ! ); p^lnsenx; 

g) p = sen(lnx); p = aresen-i ; y- -^-arctg^-; 


b) y — arctg (compárese con la derivada de la función 
y = arctg x y expliqúese el resultado); 

i) y = árceos (1/x); y — aresen (sen x); y = arctg (tg x); 
k) y = sen (aresen x); y = ctg (arcctg x); 

») »-m y^y + fTCtg-f; y = -f VV-^+yarcseni ; 

—i - ln* . 

. . i—** 

. aresen x , 1 , _ 1 —x . 

n) y~- 


Vx*+b* _ 

», »-^+4-'"tt7Íí5 ; 


Vt-x 


t ln r+i ; 


is r ■“ * 
p=ln(e x + V l + e 2 *); o)p = 


= arctg (x + V1 + x 2 ), y = (sen x) cos *, y = sh (tg x); p = th (eos x); 
p) jr = ln (shx). p=lg(chx), y = arctg (thx); ye>In (cth-|-). 


11. Se conoce que <f (x), ip(x) y /(x) tienen derivadas. Hállese 

y'(x). _ 

a) p = l^xp 2 (x) + ij; 2 (x); 

b) P = log tW 1) (x) (0<<p(x), <p(x)=H=l, ♦ (x) > 0); 

c) y =/(**) + f (x- 2 ); c) p-=/ (x)). 

12. Demuéstrese (aplicando el método de inducción matemá¬ 
tica) que, si ti(x) % f t (x), (*) tienen derivadas en el punto 

n 

x, la suma S/i(x) y el producto /, (x) f, (x) ... /„ (x) también 

i=i 

tienen derivadas en el punto x, con la particularidad de que 


(2 /,(*))'■= 2 /¡W! (A(•*)/,(*)... 

i«l «-i 

• • • /»(*))' - 


2 /,(x).../i(x). ../„(*). 


1=1 
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13. Demuéstrese que tiene lugar la regla siguiente de derivación 
de los determinantes de n-ésimo orden: 


/..<*) •• 


9 


■ /,» (*) 

/*.(*)•• 

■ hn 

= 2 


• •/;.(*) 


•/n»(*) 

A*-l 

/»,(*)• 

• /nn (*) 


14. ¿Será posible aplicar la regla de derivación del producto de 
dos funciones u (x) y v (x) en el punto x 0 , si: 

a) u (i) = x, v (x) = | x |, x„ = 0; 

b) u (x) = x, v (x) = | x 1, x„ = 1; 

c) u (x) = sen x, v (x) = sgn x, x 0 = 1; 

d) u (x) = x*, v (x) — sgn x, x = 0; 

I sen (1/x) cuando x^O, 

.)»(*)=*■, »w -( 0 c „„ 4o ,_ 0 ,'•- 0! 


¿Existirá en cada caso la derivada del producto u (x) v (x) en el 
punto x 0 ? 

15. ¿Son ciertas las afirmaciones siguientes: 

I. «Si u, (x) tiene derivada en el punto x„ y v (x) no la tiene en 
dicho punto, resulta que: a) u (x) + f (*) no tiene derivada en el 
punto x 0 ; b) u (x) v (x) tampoco tiene derivada en ese mismo punto»? 

II. «Si u (x) y v (x) no tienen derivadas en el punto x„, podemos 
decir que: a) u (x) -j- v (x) no tiene derivada en el punto x 0 ; 

b) u (x) v (x) tampoco tiene derivada en dicho punto»? 

(Si la afirmación no es cierta, adúzcase el correspondiente ejem¬ 
plo.) 

16. ¿Es cierta la afirmación de que: «Si / (x) < g (x), tendremos 
que /' (x) < g' (x)»? 

17. Obténganse las fórmulas para las sumas: 


= 1 + 2x + 3x 2 + ... +nx"-‘. 
Q n = 1* + 2*x + 3 2 x l + ... n 2 x"-‘. 


18. Represéntese la trayectoria de un punto, cuyo movimiento 
en el plano (x, y) viene dado por las ecuaciones: 

a) x = t, y = < J , — oo < t < oo; b) x = cos J t, y — sen* t, 

0 < t < oo; 

c) x = a eos l, y = 6 sen t, 0 < t < oo; 

d) x = a ch t, y = b sh t, —oo < t < oo; 

e) x = a (f — sen l), y = a (1 — coS <), —oo < t < oo; 

f) x = e', y = e”, —oo < t < °°- 

En cada uno de los casos indíquese el intervalo de variación del 
parámetro t, para el cual las ecuaciones determinan la función y = 
= / (x), y hállese la derivada de esta función con la fórmula (4). 
En los casos a), b), c), d), f) exprésese / (x) en forma explícita y com¬ 
párese la expresión explícita para /' (x) con la expresión obtenida de 
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acuerdo con la fórmula (4). En los casos c) y d) anótense las ecuacio¬ 
nes de la tangente y de la normal a la curva en el punto t = 0. 

19. Sean r (t) =. Ix (t) + Jy (t) -f- kz (l) y a = la,-f ja s + ka 3 un 
vector constante. Demuéstrese la afirmación siguiente: “Para que 
lím r (f) = a. es necesario y suficiente que lím z (í) = o,, lím y (í) = a s , 

{-*<• t-*f, 

líoiz(l) 

t -1. 

20. Empleando el resultado del problema anterior, demuéstrese 
la afirmación siguiente: «Para que la función vectorial r (1) = 
= ix (1) + jy (1) + kz (!) tenga la derivada r' (t) en el punto 1, es 
necesario y suficiente que las funciones escalares z «), y (f), z (1) 
tengan derivadas en el punto t. Además r' ( t) = iz' (f) + j y' (t) + 
4- kz' (/)». 

21. Demuéstrese que para las funciones vectoriales tienen lugar 
las reglas de derivación siguientes: 

(r, (0 + t, (0)' = r 't (<) + r; (0, 

(/ (0 r (1))' - /' W r (0 + / (1) r' (í), 

!'. (0 r » (')l' = Ir,' W r. (DI + í(r, (1) r¿ (1)1, 


donde Irj (<) r, ( 1 )] es el producto vectorial de los vectores r, (f) 
y «z (t). 

22. El movimiento del punto en el espacio se da mediante las 
ecuaciones 

a) z = t, y = t, z = í 2 , t > 0; 

b) x = R eos t, y = fí sen t, z = hl, 0, fí > 0, h > 0 
(linea helicoidal o hélice circular); 

c) z = 1 , y = í 2 , z = <*, t >_0; 

d) z = ln 1, y = f*/2, z = V 2t, 1 ^ 1. 

Encuéntrense el módulo y los cosenos directores del vector velo¬ 
cidad en el instante: a) 1 = 2; b) 1 = n; c) 1 = 1; d) t = 2,5. 


§ 2. Diferencial de una función 
I. Conceptos y teoremas fundamentales 
1. Dlferenciabilidad de una función 

depinicion. La íunción y = / (x) se llama deriva ble (diferen¬ 
ciare) en el punto x„, si su incremento Ay = / (x„ + Az) — / (x„) 
en este punto puede representarse en forma de 

Ay = A Ax + a Ax, (1) 

donde A es cierto número y a, la función del argumento Az, infini¬ 
tamente pequeña y continua en el punto Az = 0 (es decir, 
lím o (Ax) = a (0) = 0). 

Ai-0 

Teorema 5. Para que la función y = f (x) sea derivable en el punto 
x„, es necesario y suficiente que exista la derivada /' (x„). 
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Cabe advertir que A = /' (x,,). 

La función del argumento Ax se llama diferencial (o diferencial 
de primer orden) de la función y = f (x) en el punto x 0 (diferenciable 
en este punto): d¡/ = ¡' (x 0 ) Ax. 

Cuando f'(xj)*S= 0, la diferencial es la parte principal (lineal 
respecto a Ax) del incremento de la función en el punto x 0 . 

El incremento de la variable x se llama diferencial de esta variable 
independiente: dx = Ax. De esta manera, la diferencial de la fun¬ 
ción y = / (x) en el punto x„ tiene la forma 

d y = f (x.) dx, ( 2 ) 

de donde 

/'W-*. 

es decir, la derivada de la función y — f (x) en el punto x„ es igual a la 
razón entre la diferencial de la función en este punto y la diferencial 
de la variable independiente. 

2. Interpretaciones geométrica y física de la diferencial. La interpre¬ 
tación geométrica de la diferencial de una función se comprende sin 

dificultad al examinar la fig. 4, 
en la cual vienen representadas 
la gráfica de la función y = 
= / (x) (línea gruesa) y la tan¬ 
gente MP a la gráfica en el pun¬ 
to M (x„, / (x 0 )). La diferencial 
dy es igual al incremento de la 
función lineal, cuya gráfica es 
la tangente MP. 

Si x es el tiempo e y = f (x), 
la coordenada del punto sobre la 
Fig. 4 . recta en el instante x, la diferen¬ 

cial d y= /' (x„)Ax es igual a la 
variación de la coordenada que obtendría el punto en el tiempo Ax, 
si la velocidad del punto en el intervalo de tiempo lx„, x„ + Ax| 
fuese constante e igual a /' (x,,). La variación de la velocidad en 
este intervalo conduce a que, hablando en general, A y dy. Sin 

embargo, en intervalos pequeños de tiempo Ax la variación de la 
velocidad es insignificante y Ay £í dy = /' (x 0 ) Ax. 

3. Invarlancia de la turma de la diferencial de primer orden. Supon¬ 
gamos que el argumento x de la función y =/ (x), derivable en el 
punto x„, es no la variable independiente, sino que es una función 
de cierta variable independiente t: x — 9 (I), además x„ = 9 (fo)i 
y 9 (t) es diferenciable en el punto t 0 . Entonces la diferencial de la 
función y = / (x) lo mismo que antes tiene la forma ( 2 ): dy = f (x 0 ) dx, 
pero ahora dx es un incremento no arbitrario del argumento x (como 
en el caso, cuando x es la variable independiente), sino que es la 
diferencial de la función x = 9 (f) en el punto í 0 , es decir, dx = 
= 9 ' (í 0 ) df. Esta propiedad (conservación de la fórmula (2) incluso 
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en aquel caso, en que x = <f (i)l se llama invariancia de la forma de 
la diferencial de primer orden. 

4. Empleo de la diferencial para cálculos aproximados. Puesto que 
A y 25 dy para pequeños A*, es decir, / (x 0 + Ai) — f (x 0 ) ss 
2 s /' (x„) Ax, tendremos que 

/ (*o + Ax) a / (x 0 ) + /' (x 0 ) Ax. (3) 

Esta fórmula permite hallar los valores aproximados de / (x„ + Ax) 
para pequeños Ax, si se conocen / (x 0 ) y /' (x„). Además el error al 
sustituir / (x 0 -f Ax) por el segundo miembro de la fórmula (3) 
será tanto menor, cuanto menor sea Ai, es más, esto error para 
Ax 0 es una infinitésima de orden superior que Ax. 

II. Preguntas y tareas de control 

1. Dése la definición de la diferenciabilidad de la función en el 
punto dado. 

2. Demuéstrese el teorema de enlace entre la diferenciabilidad déla 
función en un punto y la existencia de la derivada en este mismo 
punto. 

3. ¿Qué es la diferencial de una función en el punto dado? ¿De qué 
argumento depende? 

4. ¿Puede la diferencial de una función en el punto dado ser una 
magnitud constante? 

5. ¿Para qué funciones la diferencial es igual al incremento de la 
función? Adúzcanse ejemplos. 

6 . ¿Qué interpretación geométrica tiene la diferencial? 

7. ¿Qué interpretación física tiene la diferencial? 

8 . ¿Qué se entiende por el concepto de invariancia de la forma de la 
diferencial de primer orden? Demuéstrese que la forma de la 
diferencial de primer orden es invariante. 

9. ¿Cómo puede emplearse la diferencial de una función para realizar 
cálculos aproximados? 

III. Ejemplos de resolución de problemas 

1. Hallar la diferencial de la función y = x*— x + 3 en el 
punto x = 2 mediante dos procedimientos: a) separando la parto 
lineal A y respecto a Ax: b) según la fórmula (2). 

A a) Ay = / (2 + Ax) — / (2) = 1(2 + Ax)* - (2 + Ax) + 

+ 3] — (2* — 2 + 31 = 3Ax + (Ax)*. De aquí se deduce que dy = 
= 3Ax. 

b) /' (x) = 2x — 1, /' (2) — 3. Por consiguiente, según la fór¬ 
mula (2) obtenemos dy = 3dx = 3Ax. ▲ 

2. Hallar la diferencial de la función y = sen (x*): a) en el punto 
x = x„; b) en el punto x = Yn; c) en el punto x = y'n cuando 
dx = —2. 
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A a) Según la fórmula (2), dy \ xmz , = f (x 0 ) dz =_cos (zj) 2x 0 dz. 

b) Haciendo en la última igualdad z 0 = 1/ji, obtenemos 
d Vlx-yz = — 2 Vñdí. 

c) Tenemos dyj^ys = 4 V"ñ. ▲ 

3. Sustituyendo el incremento de la fu nción por su diferencial, 
hallar el valor aproximado de: a) VO.98; b) sen 31°. 

A a) Examinemos la función y(x)*=Y 1 +z. Puesto que y (0) = 1, 
y (— 0 , 02 ) = V^0Í98, y' (x) = -| (1 +*)-''*. y'( 0 ) = -i, resulta que 
según la fórmula (3) obtenemos y = (—0,02) w y (0)-f- 

+ y'(0) (-0,02) = 1-0,01 =0,99. Así. pues. /<h98«0,99. 

b) Examinemos la función y = senz. Puesto que y (30°) = 
== sen 30° = 1/2. y’ (30°) = eos 30° = Y 3/2. l° = 2n/360 (radiáu) M 
ss 0,0175 (radián), entonces según la fórmula (3) obtenemos 

sen 31» as 0,5151. A 

IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

23. Represéntese en la forma (1) el incremento de la función: a )y — 
= e* en el punto z = 0 ; b) y = sen x en el punto x = ni2; c) y = 
= arctg x en el punto x = 0. Escríbase la expresión para la función 
« (Az). 

24. Hállense el incremento y la diferencial de la función y = 
= z 3 — z ! + 1 en el punto x = 1 y calcúlense sus valores para 
a) A x = 0,01; b) Az = 0,1; c) Az = 1; d) Az = 3. 

25. El movimiento rectilíneo del punto está dado mediante la 
ecuación p = 2i 3 + t + 1, donde t se expresa en segundos y p, 
en metros. Hállense el incremento y la diferencial del recorrido p 
en el instante t = 1 s y compárenlos para: a) Al = 0,1 s; b) Ai = 
= 0,2 s; c) Ai — 1 s. 

26. Hállese la diferencial de la función y en el punto z, si: 

a) y — Y*’i b) V =1 /*; c) y=ln(x + |^z 2 + l); 

d) ¥“T ln |*íl| : e) i/ = arcsen f i 0 V-^arctg-j-; 

g) y = ze 2X ; h) y = xsenx + cosx. 

27. Hállense dy | x _o y dy |i«i, si: 

a) y = -y---y- + x; b) y=ln(l+x); c) y = e x ; 

d) y = sen (nx/ 2 ); e) y = eos (nx/ 2 ). 

28. Trácese la gráfica de la función y = ln (1 + z) y represéntese 
en la gráfica dy para: a) x = 0 , dz = 1 ; b) x — 1 , dz » 1 ; c) z = 1 , 
dz = 2 . 



29. Sea j/=seni. donde z = cos t. ¿Cuáles de las igualdades 
siguientes son válidas: a) Ay 11=^/2=0; b) dy |i = «/j = dz; 
c) dy |(_n/2= — di? 

30. Utilizando la fórmula (3) y eligiendo el valor apropiado de 
x 0 , hállense los valores aproximados de: a) eos 151°; b) aresen 0,49; 
c) log 11; d) ‘/Uñ-, e) arctg 1.1; f) e 0 .*. 

31. Demuéstrese la fórmula aproximada (para x pequeños) 

Ya" +x & a + (a > 0). 

Con ayuda de esta fórmula hállense los valores aproximados 
de: a) b) ‘/255; e) ’/ Í3Ü. 

§ 3. Derivadas y diferenciales de órdenes superiores 

I. Conceptos y teoremas fundamentales 

1. Definición de las derivadas de órdenes superiores. Si la derivada 
/' (x) de una función y — ] (x) está definida en cierto entorno del 
punto x 0 y tiene en este punto otra derivada, esta última de /' (x) 
se llama derivada segunda (o derivada de segundo orden) de la función 
y = / (x) en el punto x 0 y se denota mediante uno de los símbolos 
siguientes: /" ( x 0 ), /<’> (x 0 ), y" (x 0 ), p<*> (x„). 

La derivada tercera se determina como la derivada de la derivada 
segunda, etc. Si ya está introducido el concepto de la derivada del 
orden (n — 1) y si la derivada del orden (n — 1) tiene derivada en 
el punto x 0 , dicha derivada se llama derivada n-ésima (o derivada de 
n-ésimo orden) de la función y = / (x) en el punto x 0 y se designa con 
/<”> (x„) o </<"> (*„). 

De esta manera las derivadas de órdenes superiores se definen 
por inducción con la fórmula 

La función que tiene derivada de n-ésimo orden en el punto x 0l 
se llama dijerenciable n veces en este punto. La función que tiene en 
el punto x 0 derivadas de todos los órdenes se llama infinitamente 
dijerenciable en este punto. 

Las derivadas de órdenes superiores de la función vectorial 
r = r (t) también se introducen por inducción: 

r<"> (*) = {*"-•> (<)]'. 

Si r (t) = \x ( t) + j y (<) + kz (í), tenemos r<"> (t) = tó") (i) + 
+ jp< n > (t) + kz<") ( t ). 

Si la función r = r (t) describe el movimiento de un punto (t es 
el tiempo), resulta que la derivada segunda r' (/) es el vector acele¬ 
ración en el instante t. 
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2. Reglas principales para calcular las derivadas de n-ésimo orden 

1. (ti±l>)< n ) = lil n >±l/ n >. 

2. FORMULA DE LE1BNIZ: 

(ui>)i n >~ 2 Cj,B<V n - i >. donde u<°>=u, 

1-0 

c "=in¿7)r- “- 1 - 

3. Fórmulas para las derivadas de n-ésimo orden de algunas (un¬ 
ciones: 

1. (*“)<"> = a (a— 1) ... (a — n+ l)x*- n (z>0, a es cualquier 
número). 

2 . (a')'’ 1 ) a* (ln a) n (0 < a =^= 1); en particular, (e*)("> = e'. 

3. (sen z) ( "> = sen (z + /i-y). 

4. (cosx)<"> = cos ^z + /t-y) . 

4. Diierenciales de órdenes superiores. Supongamos que z es una 
variable independiente y la función y — / (z) es diferenciable en 
cierto entorno del punto x 0 . La diferencial de primer orden dy = 
= / ' (z) dz es la función de dos variables: z y dz. La dijerencial de 
segundo orden (diferencial segunda) d"y de la función y = / (z) en 
el punto x 0 se define como la diferencial de la función dy = /' (x) dz 
en el punto x 0 bajo las condiciones siguientes: I a ) dy se considera 
como función sólo de la variable independiente z (con otras palabras, 
al hallar la diferencial de /' (z) dz hay que calcular la diferencial 
de /' (z), considerando dz como un factor constante); 2") el incre¬ 
mento de la variable independiente z al hallar la diferencial de 
/' (z) se considera igual al incremento inicial del argumento, es 
decir, a aquel mismo valor de dz que figura como factor en la expre¬ 
sión dy = /' (z) dz. 

Utilizando esta definición, obtenemos 

d’y L„.-d(dy) |«,=d[/'(*)| U«.dx- 
= {[/'(*)]' l«.d*}dz = /*(z 0 )(dz)*, 
o (escribiendo (dz) 2 en forma dz 2 ) 

d 2 y |x-x, => /' (z„) dz 2 . 

La diferencial de n-ésimo orden arbitrario de la función y = 
= / (z) so define por inducción según la fórmula 
d”y => d (d"-'y) 

bajo las mismas dos condiciones que la diferencial de segundo orden. 
En este caso es válida la fórmula 

d"y (*á)d* B (dz" = (dx)’), (1) 

de donde 

n <*.) = -&. (2) 
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Si x es una variable no independiente, sino que la función de 
alguna variable í, entonces la fórmulas (1) y (2) comienzan a ser 
incorrectas (la no invariancia de la forma do las diferenciales de 
órdenes superiores). En particular, cuando n = 2, tenemos 

á--y = !’(x) dx* + /'(x)d*x. 


II. Preguntas y tareas de control 

1. Dése la definición de la derivada segunda de la función y = / (x) 
en el punto x 0 . 

2. ¿Puede existir la derivada segunda /' (x e ), si no existe la derivada 
primera /' (*„)? 

3. Adúzcase un ejemplo de una función, para la cual existe /' (x 0 ), 
pero no existe /' (x ( ). 

4. Dése la definición de la derivada n-ésima de la función y = f (x) 
en el punto x 0 . 

5. So conoce que existe la derivada de n-ésimo orden de una función 
en el punto x 0 . ¿Qué se puede decir acerca de la existencia de las 
derivadas de orden inferior en el punto x 0 y en el entorno de 
este punto? 

(i. Dése la definición de la derivada de n-ésimo orden de la función 
vectorial. ¿Qué interpretación física se le puede dar a la derivada 
segunda de una función vectorial que describe el movimiento 
del punto? 

7. Aplicando el método de inducción matemática, demuéstrese la 
regla para encontrar la derivada de n-ésimo orden de la suma 
y de la diferencia de dos funciones. 

8. Obténgase la fórmula de Leibniz. 

9. Dedúzcanse las fórmulas para las derivadas de n-ésimo orden 
de las funciones X a , a x , sen x, eos x, In x. 

10. Demuéstrese que, si / (x) es derivable n veces, tendremos 

57¡— — 0 r ' V) li-m+b- 

11. Calcúlense l as de rivadas de n-ésimo orden: (e”)<">, (sen(3x-(- 
d-2)) <n ), (Yi- X ) m . 

12. Dése la definición de la diferencial de n-ésimo orden de la fun¬ 
ción y = / (x) en el punto x 0 . 

13. Demuéstrese la validez de la fórmula (1) para la diferencial de 
n-ésimo orden en el caso, en que x es una variable independiente. 

14. ¿Será válida la fórmula (1), si x es la función de cierta variable? 
Dedúzcanse en este caso las fórmulas para A % y y d 3 y. Demuéstrese 
que la fórmula (1) signe siendo justa, si x es una función lineal 
do la variable independiente t, es decir, x — al + b (a y b 
son números). 
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III. Ejemplos de resolución de problemas 

1. Hallar p<'*>, si y = *W*. 

A La función dada es el producto de dos funciones: x* y e w . 
Aplicando la fórmula de Leibniz, obtenemos 

W» = x* (e**)< ,0 > + 

+ C¡,(x»)' (e“)(«) + C*.(x 2 )< ! > (e»*)»> + . . . 

. . . + (**)'"> e**. 

Puesto que (x*)<"> = 0 cuando n > 3 y (e**) 1 *’ = e**3\ resulta 
que (xV*)'» ■= x*e* x 3 ,í + 10- 2xe w 3* + 45- 2e«3‘ = 3»e ,x (3x ! + 
4- 20x + 30). ▲ 

El ejemplo examinado muestra que conviene emplear la fórmula 
de Leibniz en aquellos casos, en que uno de los factores es un poli¬ 
nomio con potencia p no alta. En este caso todos los términos de la 
fórmula de Leibniz, empezando con el (p -f 2)-ésimo, son nulos. 

2. Hallar la derivada n-ésima de la función = jy -. 

A La función dada puede representarse en forma de y» i+ 
+ Por eso rTr) 1 " 1 - A su vez 

o 

puede desarrollarse en fracciones simples: 

2 1_l__ 

I»-l x — 1 *+f 

Por consiguiente. 

Calculemos sucesivamente las derivadas primera, segunda y tercera 
de la función j—: 

(rin)’ = K*- 1) " 1 ' = - 1 • <* - 1 >‘ 2 - 

()**’ = (— i) (—2) (a— i)*’ = ( — í) 1 - 2! (x — 1)_ *. 

( í i_) <3 ' = (_ 1 )i.2l(-3)(x-ir‘ = (-l)».3l(x-f)-*. 

Luego por inducción resulta fácil demostrar que 

De forma análoga 

/ i \(«) (-1) n n| 

[z+\l - (i + i)"’ 1 • 

Así, pues, 
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3. La función y ~ f ( x) está dada en forma parnmétrica mediante 
las ecuaciones x = a eos í, y = a sen I, 0 < t < jt. Hallar /' (x). 

A Deduzcamos la fórmula para la derivada segunda de la fun¬ 
ción y = f (x) dada en forma paramétrica por las ecuaciones x = 
= f ( 0 . y — ^ ( 0 . considerando que las funciones <p (I) y tp (í) 
son dos veces derivables y «p' (<) ¡^ 0 . 

En virtud de la invariancia de la forma que tiene diferencial 
primera d/' (x) = /' (X) dx, de donde /* (x) = - J H j) . Ya que /'(z) = 

= y ¡¡y . resulta que d/'(x) = di. Tomando en consideración 

que dx = q/(l)dí, obtenemos 


/*(*)■ 


. ( *'<o y < 

' q>' (*) / <p' (0 t-v’w 


(t)-<r* («)<■'(«) 

<p '*(0 (-»-(*) • w 


Suponiendo en esta fórmula ip = a sen I, <p = acosl, <p _, (x)= 
= árceos (x/a), obtenemos 


rw=- 


i 


osen’t lf=«rccos(i/o>' 




Til 




En el ejem plo dado se puede hallar la expresión explícita para 
/ ( X Y- I (*) — — 2 2 (—a < x < a). Calculando f (x), obtene¬ 

mos, por supuesto, la misma expresión que con la fórmula (3). ▲ 

4. El movimiento de un punto en el espacio se describe mediante 
las ecuaciones x = R eos l, y = fí sen t, z = ht"i2, t > 0. Hallar 
los módulos de los vectores velocidad y aceleración en el instante 
t = i. 

A Con ayuda de la función vectorial el movimiento puede des¬ 
cribirse con la ecuación 

r = ifí eos t + j fí sen t + kAl*/2, t > 0. 
Derivando, encontramos 

r' (t) = —ifl sen t -j- eos I + kAt (velocidad); 
r* (0 = —ifí eos t — jfí sen I + kA (aceleración). 


|r'(0|-yiP+AV, I r ' ( 1 ) | = )//? z -(- A 2 , 
valor absoluto de la aceleración permanece 


De aquí obtene mos 
I r " (0 | = YTP+lü (el 
constante). a 

5. Hallar la diferencial segunda de la función y = eos 2x, si: 
a) x es la variable independiente; b) x = cp (l), donde (p ( t ) es una 
función dos veces diferenciable de la variable independiente t. 

A a) d a y = y' (x) (dx)* = —4 eos 2x (dx)*; 

rl "ii = 


b) d s y = y" (x) (dx) J + y' (x) d*x = —4 eos (2(p (/)) (cp' (I) dt)-— 
- 2 sen (2tp (I)) <p* (<) (di ) 2 = -2 12 eos (2cp (I)) <p' ! (l) + 

+ sen (2<p (I)) <p' (1)1 (di) 4 . A 
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IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

32. Hállense las derivadas del orden indicado: 

a) (e“*‘)<*>; b) (sen ax)<“>; c) (e* 1 )'*'; 

d) (/(x*))W; e) (/ (e*))<*>; f) (/(*(*)))<*>; 

g) (/ir»; h) ¡) (x a sen 2xY n >; 

k) (x 3 cos5x)<'‘>; 1 ) m) 

n) (xo»)C»; o) (ln 3x) <,0 >. 

33. Hállese y< n >, si: 

a) y=Yax+b; b) y — i c) y*= 3 en=x; 

d) y = eos* x; e) y = sen* x; f) y = eos* x; 

g) y = sen ax sen [kr; h) ¡/ = eos ax eos Px; i) y — x sen ax; 

U) y — x a eos ax; 1 ) y = (ax* + bx 4 - c) e te ; 

m) y = ln ; n) y = xshx; o) y = x*chx; 

р) y = a 0 x" + a 1 x'-'4-...+On-|í + «n (a, son números). 

34. Para las funciones del ejer. 18, dadas en forma paramétrica, 
hállense /" (x) y f (x). 

35. Exprésense las derivadas de la función inversa x = /-* (y), 
hasta el tercer orden inclusive, a través de las derivadas de la fun¬ 
ción y = / (x). 

36. El movimiento de un punto en el espacio se describe me¬ 
diente las ecuaciones del ejer. 22. Hállense el módulo y los cosenos 
directores del vector aceleración en los instantes indicados. 

37. Hállense las diferenciales del orden indica do, si x es la va¬ 
riable. independiente: a) d 3 (x 3 ); b) d* (j/x — 1 ); c) d‘(xlnx); 
d) d'° (x sen x). 

38. Hállese d n y, si: a) y = sh x; b) y = ch (ax); c) y = x* ln x. 

39. En cada uno de los casos siguientes compruébese que la fun¬ 
ción y (x) satisfaga la ecuación correspondiente (C, son números 
arbitrarios): 

a) y e= sen kx +C, eos kx , y" + k a y = 0 ; 

b) y = cy x + C t er y' — fc*y = 0; 

с) y = o - 01 (C, eos Px + C, sen px), y’ + 2ay' + (a* + 

+ P‘) y = 0; 

d) y = C, sen x + C 2 eos x 4- C a e* + Cje - *, y (4 > — y = 0, 

40. Hállese /< n > (x„), si / (x) = (x — x„) n <p (x), donde (f (x) 
tiene la derivada continua de (n — i)-ésimo orden en el punto x 0 . 

| e -*/* 1 cuando x^ 0 , 

41. Demuéstrese que la función ;(x)= I _ 

' (0 cuando x =0 

es infinitamente diferenciable en el punto x = 0 . 
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Capítulo V 
Integral indefinida 


§ 1. Función primitiva e integral indefinida 

I. Conceptos y teoremas fundamentales 

i. Definición de la función primitiva y de la integral indefinida 

definición. Una ¡unción F (x ) se llama primitiva para la ¡unción 
¡ (x) en el intervalo X, si F' (x) = / (x) Vx £ X. 

Teorema 1. Si F¡(x) y F, (x) son dos ¡unciones primitivas (o, sim¬ 
plemente, primitivas) cualesquiera para f (x) en X, entonces F, (x) — 
— F, (x) = C = const. 

corolario. Si F (x) es una de las primitivas para ¡ (x) en X, cual- 

S uiera otra primitiva O» (x) para la función / (x) en X tiene la forma 
) (x) = F (x) + C, donde C es cierta constante. 
definición. El conjunto de todas las primitivas para la funclón- 
I (x) en X se llama integral indefinida de la función f (x) en el 
intervalo X y se designa con / (x) dx. 

En virtud del corolario del teorema 1 ^ / (x) dx = F (x) + C, 

donde F (x) es una de las primitivas para / (x) y C, una constante 
arbitraria. 

(A veces con el símbolo (x) dx se denota no todo el conjunto 
de primitivas, sino que alguna de éstas.) 

2. Propiedades fundamentales de la integral indefinida 

I o . d ^ f(x) dx = /(x) dx. 

2 o . J AF (x) = F (x) -(-C. 

3“. MNBALiDAD de la integral. Si existen primitivas de las fun 
ciones / (x) y g (x), en tanto que a y p son cualesquiera números 
reales, existirá también la primitiva de la función af (x) -j- |)g (x), 
además 

[ [a/(x)-t-fe(x))dx^ct jj f (x) dx+p jj g(x)Ax. 


II. Preguntas y tareas de control 

1. Dése la definición de la primitiva para la función / (x) en el in¬ 
tervalo X. 

2. Cítense ejemplos de las funciones que tienen primitivas. 

3. Adúzcanse ejemplos de dos primitivas diferentes para una misma 
función / (x). 


7-0151 
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4. ¿Acaso toda función tiene la primitiva? Examínese el ejemplo 
siguiente: 



1 cuando z>0, 
— 2 cuando z^O. 


5. Hállese la primitiva para la función / (z) = sen x, la cual en el 
punto x = n/2 toma el valor igual a 10. 

6 . Se conoce que dos primitivas para la función / (z) = e* en el 
punto x e= 1 difieren en 2. ¿En cuánto diferirán estas mismas 
primitivas en el punto z = 100? 

7. ¿La gráfica de qué primitiva para la función / (z) = 1/(1 + z 4 ) 
corta el punto con coordenadas (1, 2n)? 


III. Ejemplos de resolución de problemas 

1. Demostrar que la función 

f 1 cuando z> 0 , 
sgn x = < 0 cuando z = 0 , 

l —1 cuando z <0 

tiene la primitiva en cualquier intervalo que no contiene el punto 
x = 0 y no la tiene en todo intervalo que contenga dicho punto. 

A En todo intervalo que no contiene el punto z = 0, la función 
sgn z es constante. Por ejemplo, en el segmento (1, 21 sgn x = 1 
y cualquier primitiva para la función sgn x en este segmento posee 
la forma F (z) = z -f- C, donde C es cierta constante. 

Examinemos ahora un intervalo que contiene el punto z = 0, 
por ejemplo, el segmento (—1, 31. En el semisegmento [—1, 0) toda 
primitiva para la función sgn z tiene la forma —z + Cj, mientras 
que en el semisegmento (0, 31 la primitiva para sgn z es igual a 
x + C t . Sea cual sea la elección de las constantes arbitrarias C¡ 
y C a obtenemos en el segmento l—1, 31 una función que no tiene 
derivada en el punto z = 0. Si elegimos C, = C obtendremos.la 
función continua g=|z| + C (C = C, = C,), que tampoco será 
diferenciare en el punto z = 0. De esta manera la función sgn z 
no tiene primitiva en el segmento 1—1, 31. 

El ejemplo examinado muestra que el problema acerca de exis¬ 
tencia de la primitiva para la función está ligado sustancialmente 
con aquel intervalo, en el cual se cousidera esta función. A 

2. Un ejemplo físico importante de la primitiva da el problema 
de restablecimiento de la ley de movimiento rectilíneo de un punto 
material a partir de la velocidad prefijada. La velocidad instantánea 
v (f) es la derivada de la función s (í) que determina la ley de movi¬ 
miento de un punto material. Por eso la búsqueda de la función 
s (f) por la velocidad prefijada v (í) se reduce al cálculo de la primi- 
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tiva para la función v (í). Toda primitiva para v (l) tiene la forma 
»(í)=5 u(í)dí + C. 

La constante C se determina de acuerdo con las condiciones adicio¬ 
nales. Supongamos, por ejemplo, que v (l) = a (f — í„) + t>„ (movi¬ 
miento con aceleración a = const), s (f„) = s 0 . Entonces s (t) = 
= + i>„ (t — í 0 ) + C. A partir de la condición adicional 

s (í 0 ) = s 0 encontramos C = s„, por eso 

s ( t) = lÜ^Í!Íl + „ # ( í _^) + í# . 

§ 2. Integrales indefinidas inmediatas 
I. Tabla de las principales integrales indefinidas 


L i 1 

Od x = C. 



M 

Id x = x + C. 


m - S 

-0+1 


1V - s 

£ 

II 

■3|" 

l+C (x0). 


v - s 

a z dx = 

Ina 

■+C (0<a=¿=l), 

e x dx = e I + C. 

vi.! 

I senxdx = 

— cosx+C. 


VII. 

\ cosxdx = 

i sen x 4- C. 


VIII. 

f dr 

J C09 a X 

tgx + C (i^-^-l- 

nrt, ngz) . 

IX. i 

• dx 
\ sen 1 x 

-ctgx + C (x^nre. 

"€ Z). 

*- i 

dx 

Vi-*’ 

| arcsen x + C, ^ 

1 — árceos x + C 

-l<x< 1). 

.v 1 

f dr j 

arctg x+C, 


XI. 

) i +* 1 { 

—arcctg x+C. 


XII. 

p dr 

J /**± 1 

= ln|x+/x*±l|-|-C. 

XIII. 

SA= 



XIV. 

^ sh x dx = 

-ch x + C. 


XV. 

C chxdx = 

sh x + C. 


XVI. 

S 7^i a ‘ tbx+c - 


XVII 

• 3 1FT~ 

— ctg x + C. 



7 * 
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II. Ejemplos de resolución de problemas 

Las siguientes integrales se reducen a las de la tabla mediante la 
transformación idéntica de la expresión integrando: 

*• S^M(^ + ^) d *=^ +2 * ,/1+c - 

2. j (í‘+l)x>dx = |J(i* + 1)d(x‘+l) = -l-Jd(x‘ + l)»- 

= -g-(*‘ + l) 2 + C. 

M«^=S^ d HH+T^) d - 

4. 5 tg**d*-J [(l+tg*x)-l]dx= J (-J— 


M 


2x+3 


dz = 


tÜÜÍL, 
1 ¡FU 


= t gx—x + C. 

f [Í!í?)±j] íx = 

3Í (* + f) 


=T*+W*+4I +C - 

6. ^ Y 1 — sen 2x dz = ^ Vsen* x — 2 sen x eos x + eos 2 x dz — 

= ^ V (sen 1 — eos x) J dz = ^ | eos x — sen x | dz = (sen x + eos x) X 
X sgn (eos x — sen z) + C. 


III. Problemas y ejercicios para el trabajo independiente 

Hállense los integrales: _ 

@$(3-**)>dx. 2. J (i—^)Vx]/~xáx. 

ijjagsa* 


5 - s 

1 2** 1 —5* _1 j 

1 -ió*- dx - 

6. i¡ th*zdz. 

M 

1-x’ 

yi-*‘ 

-dz. 8. J (2* + 3 x )*dz. 

9 - i 

! Vi -i-sen 2z dz. 

10. ^(2z-3)‘»dz. 

i 4 

f d* 

f * f d: 

Al* 

J VS=K- 1Z ' 

J 2 + 3x* - * J y 3 x i 

14 

f _ d * 

15 f d* 

i*». 

J seo«(2x+-5-) 

‘ J l+cosx • 

16. 

C djr • 

J 1 + sen x 
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§ 3. Método de sustitución de la variable 

I. Conceptos y teoremas tundamentales 

Teorema 2. Supongamos que la función x => <p (t) está definida y es 
diferenciable en el intervalo T, mientras que el intervalo X es el con¬ 
junto de sus valores. Sea además que la función y = f (x) está definida 
en X y tiene en este intervalo la primitiva F (x). Entonces en el inter¬ 
valo T la función F (<p (Q) « la primitiva para la función f (cp ( i)) X 
X <P' W- 

Del teorema 2 se deduce que 

$'/<9W)V '(t)dt = F(<f(t))+C, (1) 

y, puesto que, F (cp (<)) + C = (F (x) + C) U-wo = ¡j / (x) d* l*-?(t>. 
resulta que la igualdad (1) puede escribirse en la forma de 

J /<*) di |x=*..= J /(9(0)q»'(0d<. (2) 

La igualdad (2) se llama formula de sustitución de la variable 
en la integral indefinida. 

Si la función* = <p (t) tiene función inversa l = (p- 1 (x), entonces 
de la igualdad (2) se desprende 

5 / <*) d* = J / (<P (0) <P' (0 dí (3) 

Esta fórmula es la fórmula fundamental «de trabajo» al calcular la 
integral j/ (x) di, aplicando el método de sustitución de la variable. 

II. Preguntas y tareas de control 

1. Escríbase la fórmula (2) de sustitución de la variable en la inte¬ 
gral indefinida. ¿Bajo qué condiciones esta fórmula es válida? 

2. ¿Qué condición deberá cumplirse para que de la fórmula (2) se 
deduzca la fórmula (3)? 

3. Se requiere hallar la ^V"4— x l di para —2 < x < 2. ¿Será 
admisible para este objetivo la sustitución de la variable: a) x = 
= sen t, — ji/2 ^ t ^ n/2; b) x = 2 sen t, 0 < l < n/2; c) x = 
= 2 sen t, —n/2 < t n/2; d) x = 2 eos t, 0 < t ^ n/2; e) x = 
= 2 cjs í, n sC í íZ 2it? 

III. Ejemplos de resolución de problemas 

Examinemos algunos procedimientos empleados para calcular 
las integrales con ayuda de la sustitución de la variable. 

I o . Transformación idéntica de la expresión integrando, sepa¬ 
rando la diferencial de la nueva variable de integración (sustitución 
elemental de la variable). 
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1 f rdx P T d(l,) r -7 d (*-**> 

J 7T=T' i Y\=* ~ J YT=2 

= -y $ (l-^)-W*d(l-**)«-|..2(l-**)W+C. 

2 f r T*^ r 

,)1C7 lw=I=i: OT 

--ÍH-SSI+* 

o f *u f d* f ~ d [r) 

3 - Í77^r^ 77 ^=S 7 qijr= 

_-ln|i-(-y/ J r+ i| +C ( ;c >0). 

4 - Sn^=S^='“i»“'-i+^- 

5. ^'tgzdz=j— ¿^¿ - " = — ln |cosx 1 +C. 

6 f dx " _ f dx 

J aen* x+2cos , x J eos* x (tg*x-f2) 

/2dfiii) 

= 5 =Tí aretg (fl) +c - 

2°. Algunas sustituciones. 

1. /=lz 2 ^l— x dx. Pongamos í=(l—z) l/S , obtendremos 
= í—í ¡ , dx= —3t*dt. Ahora resulta que 

/= j (1 —í 5 ) 2 »(—3<*)d/r= —3 (¡ (l-í*)*t»dt = 

= —3 J (í 3 —2/ 4 +í’)d/= -3(4-4f’ +1 Lf 0 )+C. 

onde t = (1 — z) 1/3 . 

2. /= ^ x*(2—5x J )V J dx. Hagamos <■= 2—Sz 3 ; entonces x = 
= (^-í)i/3 t dí= _ 15jl(lx _ Hallamos 

/= J 1 (2-t,tV>(--* ) = J (2íV»-lV»,* = 

c=- ' 55" 2 '4'‘ /J+ 4”T / * /, + C ’ donde * — 2 —5i*. 

„ . 0 senxcoa’x , r aenxcosx ((cog»x+l)—1| , 

' ) l+cos'x J l+cos*x 


obtendremos 


entonces z = 
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Pongamos í=l+cos*z, de donde di =— 2 coszsenzdz. Esto 
significa que 

I — — J di = — Y + y ln 1 1 1 + *'• donde < = l + cos J z. 

3 o . Sustituciones trigonométricas, al integrar algunas funciones 
irracionales. 

1. /= J (i— . Hagamos z = sen/, —n/2<<<n/2, tendre¬ 
mos dz=cosídí. Por consiguiente 

I \ -=tg t + C, donde í=> arcsen z. 

2. /= J ~ Pon 8 amos * = «tgfi — n/2 < í < ji/ 2, de 

donde dz= ° l 1 , . Por eso 
eos* t 

I = f l£ 21 _LÍ' = _L^ t + C, donde í = arctg —. 

J «‘•eos ’t u’ 1 ° a 


3. 1— ^ • Hagamos z = l/sen<, —n/2<<<0 y 0< 

<t<n/2, entonces dz — — 'j‘ . De esta manera 



—eos «di 


sen’ 1 | 


1 



sen t dt 
eos’ í 


_ r d (eos t) _-L ~+C, donde í = arcsen 

J eos ’t eos t 



IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo Independiente 

Separando la diferencial de la nueva variable, hállense las inte¬ 
grales: 

17. Jrf’/T+Pdx. iS-S^TÍr- 

19. ( - rr-, 20. [ ■ ■ .‘If— . 

J (1 + *) v x J x VzT^l 

21. í . * 22. ( X9~*‘ dx. 

J pz(t-i-r) ^ J 

23. ^ *° x dz. 24. J sen s zcoszdz. 

, C *n « + «■»« dj 26. í . 

«J /sen x—eosz J y cos2x 

Mar- 


25, 
.27. j 
30. 


dx 

sen x 
1 

\-x' 


lní±|dz. 


103 



Recurriendo a diferentes sustituciones, hállense las integrales: 
31. 32. 


37. 

39. 

41. 


eos 5 x y sen x dx, 

»• S -efer- 

dx 

36. 1 

P arctg Vx dx 

V'r+e* 


) /x 1 + *’ 


dx, 38. ^ y íi|dx(# x = acos2/). 

i* dz 

. 40. 


dz 

AO 

f dx 

Vx* + a* 


J /írzp- 


§ 4. Método de integración por partes 

I. Conceptos y teoremas fundamentales 

Teorema 3. Supongamos que en el intervalo X las /unciones u (x) 
y v (x) son dijerenciables y existe la^v (x) u' (x) dx, (es decir, la fun¬ 
ción v (x) u' (x) tiene la primitiva en X). Entonces J u (x) v ’ (x) dx 
también existe en X y 

J u (x) v' (i) dx = u (x) v (x) — J v ( x ) u' ( x ) dx. 

Esta igualdad se llama pórmula de integración por partes. 
Puesto que u' (x) dx = du, v' (x) dx = du, tenemos que esta fór¬ 
mula puede escribirse en la forma de 

j udu = u(x) v(x)— J odu. 

El método de integración por partes resulta cómodo para emplear¬ 
lo en los siguientes casos: 

1. La expresión integrando contiene, en forma de factor, las 
funciones ln x, ln q> (x), aresen x, árceos x, arctg x. Si en calidad 
de u (x) se eligen estas funciones, la expresión integrando v du de 
la nueva integral, por lo común, resulta más simple que la de par¬ 
tida. 

2. La función integrando tiene la forma de P (x)¡ o az , P (x) sen ax, 
P (x) eos ax, donde P (x) es un polinomio respecto a la variable x. 
Si como u (x) se elige P (x), tendremos que en la nueva integral la 
función integrando de nuevo pertenece a uno de los tipos indicados, 
pero el grado del polinomio resultará ya en una unidad menor. Eli¬ 
giendo este polinomio de nuevo en calidad de u (x), reducimos el 
grado en una unidad más, etc. 
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3. La función integrando tiene la forma e ax sen bx, e ox eos bx, 
sen (ln x), eos (In x), etc. Después de la integración doble por partes 
se obtiene de nuevo la integral inicial con cierto coeficiente. La 
igualdad obtenida es una ecuación algebraica lineal respecto a la 
integral buscada. 


II. Preguntas y tareas de control 

1. Escríbase la fórmula de integración por partes de la integral 
indefinida. ¿Bajo qué condiciones esta fórmula es válida? 

2. ¿Qué funciones son cómodas para integrar por partes? 


III. Ejemplos de resolución de los problemas 

1. /a J arctgxdar. Hagamos uc= arctgx, dv^-dx. Entonces 

du = . o = x. Por consiguiente, 

r . f 1 f d (!+*») 

I = x arctgx-^- rp p-= xarctgx —= 

= xarctgx—y ln(l+x 2 ) + C. 

2. /= xV^dx. Pongamos u = x 2 , du=e" x dx. Entonces du = 
= 2xdx, v— —e" 1 . Por consiguiente, 

/= -x 2 e-* + 2 $ xe-*dx= -iV' + 

+ 2(-xe- x + $ e- x dz) = -z 2 e- x -2xe- x —2e- x + C- 

3. / = J sen (ln x) dx. Hagamos u = senlnx, du = dx. Entonces 
du = -j-coslnxdx, u — x. Tenemos 

/ — x sen lnx— J eos lnx dx = x sen lnx— 

— (xcoslnx + J sen Inxdz) . 

Hemos obtenido una ecuación lineal respecto a / 

I — x (sen ln x — eos ln x) — /, 
de donde encontramos 

/ = y (senlnx—coslnx) + C. 



4 - *»=S,*fhf< a=1 - 2 ' - ) - 11388,1105 u =!¿hr' dv= 

= dz. Entonces 

^-S=»- S - tó*> -,^ +2 “ 5 


“róí+HS, 


S (i’+a l )“ +1 j 


de donde 


(x*+a»)° ' ” LJ (*•+«»)« J (x'+a*) 1 

=vÍ&+ 2 *i K *- atK ^' 


K _1 _2a-ijf 

A “« “ W" (x* + fl«)“ ^ “2^ 


Hemos obtenido una fórmula recurrente, con ayuda de la cual 
K a +¡ se expresa a través de K a . Cuando a = 1, la integral K a es 
■«casi» una integral inmediata: 

Haciendo en la fórmula recurrente a = 1 y conociendo K v halla¬ 
mos K 2 . Poniendo a = 2 y conociendo K¡, hallamos etc. 

observación. Con ayuda de los métodos de sustitución de la 
•variable y de integración por partes se obtienen las siguientes fór¬ 
mulas de uso frecuente: 

i. 

2 - S.-é>~srHlSI+ c '“’“»• 

9 - 

4. J y=2 =arcsen-i+C (a>0). 

5. { - r 4^= f = ln|a:+/í ? ±^l + C. 

6. \ - ? ^=^~±V¿ r ±* i + C- 

J Ka'±i ! 

7. yV—í s dz = y y <P— z z 4--~arcsen-j-l-C (a>0). 

8. j¡ V^±^dxa,fY^±^±-Y\n\x + Yx 2 ±^\ + C. 
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IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo Independiente 
Hállense las integrales: 

43. ^lnzdx. 44. \^xln 2 xdx. 45. ^ x 3 e - **dx. 
46. ^x 2 sen2xdx. 47. Jarcsenxdx. 

48. ij “ - '"r— dx. 49. ^ senxln(tgx)dx. 

50. J x (arctg z) 2 dx. 51. J dx. 

52. ^ fx 2 ± a* dx. 53. ^ cos(lnx)dx. 

54. j e a * senix dx. 55. e 2I sen 2 xdx. 


§ 5. Integración de funciones racionales 
I. Conceptos y teoremas fundamentales 


1. Descomposición de una fracción racional en suma de fracciones 
simples. Examinemos una función racional (o una fracción racional) 
P n ( x)/Q m (x). Aquí P n (x) y Q m (x) son polinomios de grados n y m 
respecto a la variable x. 

Si n > m, o sea, la fracción es impropia, ésta podrá representarse 
en la forma siguiente 

o, como se dice, separar de ella la parte entera P n .„ (x). 

Como resultado la integración de una fracción racional impropia 
se reduce a la integración de la fracción propia 7?, (x)/Q m (x). 

Teorema 4. Supongamos que P„ (x)¡Q m (x) es una fracción racional 
propia {n < m), y la descomposición de Q m (x) en el producto de los 
factores reales irreducibles tiene la forma 

Q m (x) = (x- uf ... (x - bf (z* + px + q y ... (x 2 +rx + s)\ 


donde a, . . bson las raíces reales, x* + px -j- q, . . ., x s -f rx + s 
son trinomios de segundo grado que no se descomponen en factores reales. 
Entonces 


n (*) _ ó a | -4q-I . 

'm(') <x- 0 ) a (z-af-' 


...+ 

B, 


A, 


+ ...+- 




B, , MyX+Ny MtX-TlH , 

ri -‘ T (i'+px+í)' 1 " ' " r x'+pz+q 


. 

Mt*+Ni 


...+ 


K^z+Ls , , K,z+Í, 

í !+... + I r + -«+;. 


<x* + r*+.)° 

donde A¡, B¡, M¡, N¡, K¡, L¡ son números reales. 


(1) 
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Las fracciones que figuran en el segundo miembro (1), se llaman 
simples y la propia igualdad (1) se llama descomposición de una frac¬ 
ción racional propia P„ (x)/Q m ( x ) en suma de fracciones simples con 
coeficientes reales. 

2. Integrabllidad de las fracciones simples reduciéndolas a funcio¬ 
nes elementales. Cada una de las fracciones simples se integra, o sea, 
se reduce a funciones elementales: 


i) ( — dx=/fln|x-o|-t-C; 

J X “■ Q 


*S =5 


- dx- 


-Vt+c («>*); 


(*-«)“ ” 1-0 (x-of- 

3) S-^TT^-T 1 ”<*■+/»+*>+ 


. 2 N-Mp 

4-7 -r arctg • 


■+f 


T + C ’ 


2 VT 1 f 1—T 

4 > i (, + aV- + ("-¥) *•<*>* 


donde 


-I 


m 7 ' t=x+ í' 




La integral K a se calcula aplicando la fórmula recurrente (véase 
el § 4). 

3. Procedimientos prácticos de descomposición de una fracción 
propia en suma de fracciones simples. 

método de los coeficientes indetekminados. Examinemos este 
método en el ejemplo siguiente. La descomposición de una fracción 

propia (x+wZz— l)(x»-¡-i) en suma de ír8CC¡ones simples de 
acuerdo con el teorema 4 tiene la forma 

X _ A B Cz+D 

(x-fl)(2x-t)(x*+t) x+l~ l '2x-l' r x» + l • 


Reduciendo al común denominador e igualando los numeradores de 
las fracciones obtenidas, llegamos a la igualdad 

x = A (2* - 1) (x l + 1) + B (i + 1) (i 4 + 1) + 

+ Cx (x + 1) (2x — 1) + D (x + 1) (2x - 1). (2) 

Dos polinomios son idénticamente iguales sólo en caso de que 
sean iguales los coeficientes de cada una de las potencias ¡guales 
de x. Igualando los coeficientes, obtenemos un sistema de ecuaciones 
para determinar A, B, C y D: 

para x°: — A + fi — D = 0; 
para a 1 : 2A + B — C + D = i; 

para x*: — A + B + C + 2D = 0; 

para x 3 : 2A -j- B + 2C =0. 
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Después de resolver este sistema hallamos los coeficientes A,B,Q,p. 

Semejante procedimiento general, incluso en el ejemplo con cuatro 
coeficientes indeterminados, conduce a un sistema de cálculo muy 
voluminoso. 

En tanto que utilizando la identidad (2), podemos encontrar los 
coeficientes desconocidos de una manera más simple: 


a) haciendo en (2) x 



2 ’ 


1 3 5 

obtendremos = de donde 


b) poniendo en (2) x= — 1, obtendremos — 1 = >1.(—3)-2, de 
donde ¿4 = 4-! 

O 

c) haciendo en (2) x = 0, obtendremos 0= — A + B — D, de 
donde D=*B—A = ~; 

d) comparando los coeficientes de x 5 , obtendremos 0=2/1 + 


+ fi+2C, de donde C= — y(2A + 5) = — j (y + -^) = — 75 - 


método de eliminación. Expongamos un procedimiento útil 
para calcular algunos de los coeficientes indeterminados. Sea 


Pn (x) P n (*) 

Qn t 1 ) (x—a) a <p(x) ' 


donde <p(< 2 )=+ 0 , 


es decir, el número real a es la raíz múltiple de orden a del poli¬ 
nomio Q m (x). , 

A la raíz múltiple real x = a corresponde en la descomposición 
de la fracción P n ( x)/Q m (x) una cadena de fracciones simples: 

_d“_i_d“zi_i_ 1 A > 


Para hallar el coeficiente A a del grado superior del denominador, 
es necesario en el denominador de la fracción inicial -— 

eliminar (x—a) y en la fracción restante hacer x = a, os decir, 
. P„ (a) 

°“ i>(«) • 

Este método resulta muy cómodo si todas las raíces del denomi¬ 
nador son reales y simples. Entonces haciendo uso de este método 
pueden encontrarse todos los coeficientes indeterminados. 

Por ejemplo: 

_£+2_ _d._L_P.-t. c _i_ D 

x(x-l)(x + l)(x-2) x ' + 'x-l' + 'x + l' t 'í^2' 


x + 2 




»(*+!) 


^L- 1 * 

1 _ 1 — —i 

2 ) u=i 2 ■ 


(x-l)(x+l)(x 
x+2 


etc. 
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II. Preguntas y tareas de control 


1. ¿Acaso toda fracción racional es reducible a funciones ele¬ 
mentales? 

2. ¿Por qué se investiga el problema de integración sólo de las 
fracciones propias? 

3. ¿Qué significa «separar la parte entera de una fracción impropia»? 

4. ¿En qué factores reales primos puede descomponerse un polino¬ 
mio con coeficientes reales? 

5. Se conoce que el número 2 — í es la raíz de un polinomio con 
coeficientes reales. ¿Será cierto que el número 2 + í es la raíz 
de ese mismo polinomio? 

6. ¿En qué fracciones simples se descompone la fracción 



7. ¿En qué consiste el método de coeficientes indeterminados al 
descomponer una fracción en la suma de fracciones simples? 

8. ¿En qué consiste el método de eliminación al calcular los coefi¬ 
cientes indeterminados? 

9. Hállense mediante el método de eliminación los coeficientes 


indeterminados en la descomposición de la fracción 3) 

10. Hállense, aplicando el método de eliminación, los coeficientes 
indeterminados en la descomposición de la fracción 
(j«— 2 )(x‘+ 3 y * Hágase x 1 = y y luego utilícese el mé¬ 
todo de eliminación. 


III. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


Hállense las integrales: 
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§ 6. Integración de algunas funciones 
irracionales 


I. Sustituciones fundamentales 
para racionalizar las integrales 

En este párrafo y on los siguientes por medio de R ( x, y) se de¬ 
nota una función racional de dos argumentos z e y. 

f. Integración de las irraci onalida des lineales fraccionarios. Lo 

integral del tipo ^ fl(z, j/~dz(y^-j) so racionaliza, 
es docir, se reduce a la integral de una función racional, con ayuda 
de la sustitución 



qz + fc 
cz-f d ■ 


1. Sustituciones de Euler. El problema de integración en funcio¬ 
nes elementales de las integrales del tipo ^ R (z, V ax 2 + bx + c) dz 

(a 0) se resuelve con ayuda de las sustituciones de Euler que racio¬ 
nalizan las integrales de este tipo. 

Si el trinomio cuadrático ax 1 + bx -f- r tiene raíces complejas 
(en este caso el signo de a coincide con el signo del trinomio que 
figura bajo el signo de raíz, es decir, a > 0), entonces se emplea 
la primera sustitución de Euler: 

í= Y ax 2 -l-bx + c + x Ya. 


Si oz 2 -|- bx -j- c = a (z — x,) (z — z 2 ), donde x t y z 2 son raíces 
reales, entonces para racionalizar la integral se emplea la segunda 
sustitución de Euler: 

Vax*+bz+e 
z—z. 


3. Otros procedimientos de integración de las irracionalidades 
cuadráticas. Las sustituciones de Euler, desompoñando un papel 
teórico importante, en la práctica conducen habitualmente a cálculos 
voluminosos, por lo que a ellas se recurre en casos excepcionales, 
cuando no se logra calcular de manera más simple la integral, apli¬ 
cando otro procedimiento. Uno de esos procedimientos es el siguiente. 
Si on el trinomio cuadrático ax* -f- bx + c se separa el cuadrado 
perfecto, es decir, se logra reducirlo a la forma 

B (*+-ar)‘+( c -:£) y hacer 



(*+±)- 


tu 



resulta que la integral ^ R (z, Y az* + 6z + c) dz se reduce a uno 
de los tres tipos siguientes: 


$ «,(«,/! -t*) di, $ fl,(/,y?=I)d/, J J?,(t.yi + í*)dt. 


Haciendo en la primera de estas integrales la sustitución t = sen u; 
en la segunda, 1 /t = sen u; en la tercera, t — tg u, obtenemos las 
integrales del tipo jj R (sen u, eos u) d u (véase el § 7). 

Examinemos un método más de cálculo de las integrales de tipo 
J R ( x , l/az 1 + bx + c) dz (sin emplear las sustituciones do Euler 

y las trigonométricas). Con este objetivo transformemos la función 

integrando, obteniendo una función de tipo especial. _ 

Puesto que las potencias pares de la exp resión Ya^ +bx+c 
son polinomios, entonces la función R (z, Y ax z + bx + c) puede 
representarse en forma de 


R(x, Yax l +bx + c) 


P (*)+(? (x) Yax'+bz+c 
S{x) + T{x) Ya^ + bz + c 


donde Q, S y T son polinomios. Para suprimir la irracionalidad 
en el denominador, multipliquemos el numerador y e l denominador 
de esta fracción por S (z) — T (z) Y ax l + bx -+- c. Obtendremos 

, . r ■ A(x)+B (*) Y ox*+6*+e _ A(,x) , 

R(x, Y ax?+bx-re)=* -C(x) + 


, B (x)( ax» + ix + c) _ „ M ^ R, (x) 

' r C(x) /ox> + 6x+c 1 Y ox‘+6x-r-c 


donde A, R, y C son polinomios; R, (z) y fl 3 (z), fracciones racio- 
nales. 

El cálculo de la integral de R , (z) viene descrito en el § o. 

Separando en la fracción racional (z) la parte entera P n (z) 
y descomponiendo la fracción propia restante en suma de fracciones 
simples, llegaremos a los tres tipos siguientes de integrales 
f J’nWdx 
J Y ax*+ixT« ' 

f _ dx 

J (x—p) m V ax’+Ax-f-e 


s 


(Mx + N) dx 


(x« + px + í) a ’ 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


Estas integrales pueden calcularse de la siguiente manera. 
1. Para la integral (1) es válida la fórmula 

5 7 3g6 Pr -«L.«v=*FSTí+i J vm 


+ bx+c 


(4) 
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donde Q n ~t ( x ) es un polinomio de potencia n — 1 y X, cierto nú¬ 
mero. Para determinar los coeficientes Q n „¡ (x) y el número X dife¬ 
renciemos la identidad (4). Después de reducir al común denomi¬ 
nador, obtenemos la igualdad de dos polinomios. Comparando los 
coeficientes de potencias iguales, hallamos los coeficientes desco¬ 
nocidos. La integral que figura en el segundo miembro de (4) se 
reduce o una integral de las expuestas en las tablas, formando un 
cuadrado perfecto en la expresión subradical. 

2. La integral (2) se reduce a la integral de tipo (1) por medio 
de la sustitución í = l/(x— 0). 

3. La integral (3) en el caso en que 

abe 


1 


(5) 


es decir, cuando los trinomios cuadrados coinciden con precisión 
de hasta el factor ( ax 3 -f- bx -+■ e = a (x 2 + px 4 - q), a > 0), puede 
representarse en forma de suma de dos integrales 

M f <2x+p)d* , 1 /„ Mp \ f dx 

2 •' 


(2x-+p)rix 

20+1 


" .y 


(x»+px + j) z (** + pz + V) 

La primera de estas integrales se racionaliza mediante la sustitución 
f = x 4 + px -}- q; la segunda, por medio de la sustitución 

2*+P 


t = (V&+px+q)' = 


2 W + px + 7 ' 


Si las correlaciones (5) no se cumplen, entonces la integral (3) 
primero se reduce a la forma 


i (y) dy 


<«*+?)" /r»*+. 
b 


(Y>0). 


( 6 ) 
(6) se 


De esta manera, si y = —=^=-L, tendremos que el tipo 
obtiene mediante la sustitución x = y—p/2. 

Si , para reducir la integral (3) al tipo (6) se emplea 

la sustitución x = p . Los coeficientes p y v se eligen de tal 
manera que los trinomios cuadrados obtenidos no contengan términos 
de primer grado respecto a y. 

En la integral (6) la fracción 
descomponerla en fracciones simples se 
de tipo 

f rdy 


es propia y después de 
obtienen las integrales 


• (r'+Y)* Yry'+> 

f ¿y 

' (y 1 -¡-Y)* Vry' + t ' 


(7) 


8-0151 
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La p rimera de ellas se racionaliza mediante la sustitución í = 
= yVy a + s; la segunda, por medio de la sustitución 


t=(Vñ¡ r Vs)' 



II. Preguntas y tareas de control 

1. ¿Qué sustitución racionaliza la integral de una irracionalidad 
lineal fraccionaria? 

2. ¿Qué tipo de integrales se calculan con ayuda de las sustituciones 
de Euler? 

3. ¿Qué importancia teórica tienen las sustituciones de Euler? 

4. ¿Con ayuda de qué sustituciones trigonométricas se calculan las 

integrales: J Y 1 — **da, ( Vx z — 3dz, Vx*+3dx, 

J Vtf-lx+ldx, $ Y 2+2x—i*di? 


III. Ejemplos de resolución de problemas 
i. f» j j/"jqTj . Hagamos t= y / , de donde di = 
= — • P° r consiguiente, 

'--•¡¿r—i'-fefr + V*"* »±L + C, 

donde t = |/". 

o ,_e_í*__ 

J (**+* + t) /*‘ + r-t 

s 


dz 


[wr+fj/FíM 

Hagamos t = 


dz 


" s wcestfMiyw- 

entonces y r 5d/=’2dz: y, por consiguiente, 
r 4 f d< 

“ 5 J (f+4) VT*=1 ' 

Hagamos ahora -j- = sonu. de donde —^-=cosudu. Por eso 


2x+l 

~vr 


-tS 


coa udu sen u 


(1+-|-sen* “ ) eos u 

4 f dícosul 4 1 , /T,_. | /é+V'ácosul , r 

= ”Jr~: 7 =t- 2 v 8 ln |/g_75c¿ru| +,: ’ 
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donde u = arcsen ¿¡TJ • Infinitivamente obtenemos 

» 1 (2r+l) /2+/3(x»+*-l) | , „ 

/_ vT 1 p,+i)i/2-y3^+r-i, +c - 


V6 | (2*+l) 1/2-V 3 (**+*-1) | 

3. Calculemos la integral del ejemplo 2 sin emplear la sustitución 
trigonométrica. La integral tiene la forma (3), donde p = 1, q *» 1, 
a = 1, b = 1, c = —1, es decir, están cumplidas las condiciones 

a b , c 
1 — p ^~q' 

Poniendo x ■=. y— -5-, llegamos a la integral do tipo (7) 7 = 


(*‘+t) l/^T 


, la cual se racionaliza mediante la susti- 


(8, 

De la expresión (8) obtenemos í 1 {y 2 —= p l , de donde 

3 2í,— T 

^+T = ~ü=r~- _ (9) 

Escribiendo la fórmula (8) en forma de t j/" y 2 —-j — y y deri¬ 
vándola, obtenemos di y 2 — (1/^í/ 2 — -|-) dy=dy o, to¬ 
mando en consideración (8), di y^y 2 — dp = dp, de donde 

(10) 

Introduciendo las expresiones (9) y (10) en la integral 7, tenemos 


“ 5 1* - ¿i in 


T~ 2i ' 


Y 3 +YSI 

y^3— Yit 


+ C, donde / = 


2*-H 

2V*'+*+i 


es decir, 


/ < i d |J 2 £±íL 


V'e I (2*+l) /5-/3<*»+*-l) r 
4. 7= (- f x . Hagamos t — —~, entonces di<= 

= — — di e 7= — f—7====-. Luego utilizamos la fórmula (1): 

[ |,d ' = - = (Al+B) ]f5t*+bT+i + A, f —=====—. 

J /Sl’ + Sl+l J /5<>+5l + l 


8* 


lis 



Diferenciando esta identidad, obtenemos 


1,1 | x 
y 5í*+5¡+l ' 2 /5<»+5< + l ^5t»+5l-fl 

Reduciendo al denominador común y comparando los coeficientes 
de potencias iguales de t, encontramos A = 1/10, fí = —3/20, 
X = 11/40. Acto seguido 

f d»_ _ 1 f d (' + 4) 

3 V5.-+5.+1 75-' 7(^Tj3^T 

°-^ ln l < +T+/ í *+ 7 +r|+ c - 

Definitivamente tenemos 

V5P + 51+1- 

“«V“l l+ 4 +/ i *+ t +í|+ c - 

donde f = , o bien 

11 I (x + » Yl + zYr' + lx+i r 

ÍO/5 ln ! +C - 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


Si 


! 


Hállense las integrales; 
74. r ^ 

76. 

78. 

80. 

82. 

84. 

85. 


75. 


s 


y/'x+i— Yt —i 


(i+2/;+^i) • ** 3 y I+ nY*-i 

C _d*_77 f íld» 

3 r(*+i)*i*-»)* ‘ ’ 3 y*»+*+r 

_ dj ■ 79 . C V¿ r +* + * Hr 

d+in/i'+í+i J * 

81. S-Sis,. 

J VT+x* 


di. 


x»dx 
V l + 2x-x* 


dz 


x* /x* + i 


'• 83 ' 5' 


X» ix 


dx 


(4-2x + x‘) V 2+2x-x« 

_dz_ 

(i-x*) yi+? ■ 
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87. 

88 . 
90. 
92. 


(x+l)dx_ 

(*•+*+« y««+i+i ‘ 

- V á * 89. i 

:+Vx' + z+t J 


*+V*’ + *+l 

di 

Il + V*(l+i¡ 


di 

1+Vl—2*—** 

‘ («*-!) di 

1 (x*+l) Y^+i' 


[ <*' + «> d * 

J (x‘-l) /**+! 


§ 7. Integración de funciones trigonométricas 

I. Sustituciones fundamentales 
para racionalizar las integrales 

La integral del tipo ^ R (sen x, eos x) darse racionaliza con ayuda 
de la sustitución trigonométrica universal t = tg (x/2). En la prác¬ 
tica ésta conduce con frecuencia a cálculos muy voluminosos. En una 
serie de casos son más cómodas otras sustituciones: 

a) l = eos x, si R (—sen x, eos a:) = —R (sen x, eos a:); 

b) 1 = sen ar, si R (sen x, —eos x) = —R (sen x, eos x); 

c) t = tg x, si R (—sen x, —eos x) =R (sen x, eos x) . 


II. Ejemplos de resolución de problemas 

1. / = ^ cos‘ x dx. La función integrando se refiere al caso b). 
Por eso hagamos t = sen x. Obtendremos di = eos x dx, eos 4 x = 
= (1 — sen 8 x) 8 = (1 — f 8 ) 8 e 

1= J (l-< 8 ) 8 dí = i— t>+C, 

donde t = sen x. 

2. / = ^sen 5x eos x dx. En el caso dado resulta más simple cal¬ 
cular la integral sin recurrir a las sustituciones y representando la 
función integrando en la forma -y(sen 4x 4- son 6x). Entonces 

/ = -i-jj (sen 4x + sen 6x) dx = —g-cos4x— -jy eos 6x-fC. 


3. / = í--. Aquí se puede hacer la sustitución uni- 

J acosi+fcfiem H r 

versal < = tg y. Entoncesx= 2 arctgí, dx = ■ senx— 1+ ' < t . 
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C03z°=—y la integral 1 se reduce a la integral de una función 
racional. Sin orabargo, será más simple transformar al principio 
la función integrando: 


a COSX + & sena: 


' a' + b * sen (z + (f) 


donde senq>e= ——==, cos<p= . y hacer 1 usgo/=. tg iyí. 

Entonces dz=--jqlL., son (i +- q>) = -~p y, por consiguiente, 

/= ‘=Í4| =-* mUgi+iUc. 

VWl>* J * l,_ lg *±2 VaM-6* I 6 2 | 


lli. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

Hállense las integrales: 

93. ^ sen” x d z. 94. ^ sen 1 1 eos* x di. 

“•SSr*- 9 ^‘ Í tg* zdi. 

97. [ . 98. Í-ÍL-. 

J V sen» z eos 5 x J y tg * 

99. jj cosicos2icos3idz. 

100 . |j sen 3 2z eos 2 3z di. 

101 - S 2sen - x-c^+F - 

102 - Sl+Ü5 T« para a) 0<e< 1; b)«>l. 

‘«•SSsfe* «“-S wSfe i- 


áz 

coa^x-f-sen^x * 



Capítulo VI 

Teoremas fundamentales 
de las fundones 
continuas y derivables 

§ 1. Teoremas de acotamiento 
de las funciones continuas 

I. Conceptos y teoremas fundamentales 

1. Definición de una función acotada. Sea la (unción y = f (x) 
definida en el conjunto X. 

definición. Una función y — f (x) se llama acotada superior¬ 
mente (interiormente) en el cunjunto X, si 3 un número M (m) tal 
que Vx £ X se cumple la desigualdad f (x) ^ M (/ (z) > m). 

El número M (m) se llama cota superior (inferior) de la función 
en el conjunto X. La función y = f (x) se llama acotada en el con¬ 
junto X (o acotada por ambos lados), si está acotada superior e ¡n- 
feriormente en este conjunto. 

2. Teoremas de acotamiento de las funciones continuas. 

Teorema 1 (DE acotamiento local de una función que es con¬ 
tinua en un punto). Si la función y = / (x) es continua en el punto 
x 0 , existirá un entorno del punto x 0 , en el cual esta junción está 
acotada. 

Teorema 2 (sobre la estabilidad del signo de la función con 
tinua). Si la función y = / (z) es continua en el punto x 0 y f (z 0 ) 0, 

existirá un entorno del punto x„, en la cual j (z) tiene el mismo signo 
que f (z„). 

Teorema 3 (primer teorema de weierstrass). Una fundón con¬ 
tinua en un segmento está acotada en este segmento. 

3. Cotas exactas de la función. 

definición. El número M se llama cota exacta superior de una 
función y = / (z) en el conjunto X, si: 

1°) Vz g X se cumple la desigualdad f (x) Sj A/; 

2 o ) VAÍ' < M 3z' 6 X tal que f (z') > A/'. 

Observación. La 1" condición significa que el número M es 
una de las cotas superiores de la función y = / (z) en el conjunto X. 
La 2" condición significa que M es la mínima de las cotas superiores 
de la función y = / (z) en el conjunto X, es decir, ningún número M ', 
menor que A/, es la cota superior. 

La cota superior exacta de la función y = / (z) en el conjunto X 
se designa así: sup / (z). Si la función y = / (x) no está acotada súpe- 
x 

riormente en el conjunto X, entonces se escribe Sup / (z) = +co. 
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De manera análoga se determina la cota inferior exacta de la 
función: inf/ (x). La diferencia sup / (z) — inf / (z) se llama oscila¬ 
ción de la función y = / (z) en el conjunto X. 

Teorema 4 (segundo teorema de weierstrass). Una junción 
/ (z) continua en un segmento |a, fe! alcanza en este segmento sus colas 
exactas, es decir, 3x' yi'£ [a, 6] tales que / (x') = inf / (z), / (x") = 

í«. ft] 

= sup / (x). 

(a. 6] 

Si la función y = / (z) alcanza en el conjunto X su cota superior 
(inferior) exacta, entonces aquélla tiene en X el valor máximo (mí¬ 
nimo), además máx / (x) <= sup / (x) (respectivamente mfn / (z) = 

=* inf / (x)l. En caso contrario la función no tiene en el conjunto X 

el valor máximo (mínimo). 

II. Preguntas y tareas de control 

1. Dése la definición de una función acotada superiormente (in- 
feriormente) en el conjunto X. 

2. Utilizando la regla de construcción de negaciones para las expre¬ 
siones con cuantificadores, enúnciese la definición de una fun¬ 
ción no acotada superiormente (inferiormente) en el conjunto X. 

3. Demuéstrese que la definición de una función acotada equivale 
a la siguiente: una función y = / (x) se llama acotada en el con¬ 
junto X, si 3 un número A > 0 tal que Vz 6 X se cumple la 
desigualdad |/(x)|^A. 

4. Enúnciese la definición de una función no acotada en el con¬ 
junto X recurriendo a la negación de la definición aducida en la 
tarea 3. 

5. Enúnciese el teorema de acotamiento local de una función con¬ 
tinua. 

6. Demuéstrese que el teorema de acotamiento local de una fun¬ 
ción sigue siendo válido, si la condición de continuidad de la 
función en el punto x 0 se sustituye por la condición de existen¬ 
cia de lim / (x). 

7. Enúnciese el teorema de estabilidad del signo de la función 
continua. 

8. Se conoce que ¡ (x) es continua en el punto x # y / (x 0 ) = 0. ¿Se 
podrá afirmar que / (x): a) tiene un signo determinado en ciorto 
entorno del punto z 0 (a excepción del propio punto x 0 ); b) no 
tiene signo definido en ningún entorno del punto x 0 ? 

9. Enúnciese el primer teorema de Weierstrass. 

10. ¿Será cierta la siguiente afirmación: «Una función continua en 
un intervalo está acotada en este intervalo»? 

11. ¿Puede una función no acotada en un conjunto X ser continua 
en este conjunto, si: a) X es un segmento; b) X es un intervalo? 
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12. Dése la definición de las cotas exacta superior y exacta inferior 
de una función. ¿En qué caso se supone que inf/ (x) — —oo? 

13. ¿Será cierta la afirmación: «Una función acotada superiormente 
(interiormente) en un conjunto X tiene en este conjunto la cota 
exacta superior (inferior)». 

14. Enúnciese el segundo teorema de Weierstrass. 

15. ¿Será cierta la afirmación: «Una función continua y acotada en 
un intervalo alcanza en este intervalo sus cotas exactas»? 

16. ¿Será cierta la afirmación: «Si una función no alcanza en el seg¬ 
mento [a, ó] su cota exacta superior (o inferior), entonces aquélla 
es discontinua en este segmento»? 

17. ¿Seré cierta la afirmación: «Una función discontinua en el seg¬ 
mento la, ó] no alcanza en este segmento sus cotas exactas»? 

18. ¿Serán ciertas las afirmaciones: 

a) «Una función y = f (x) acotada en el segmento la, 6Í 
tiene máx / (x) y mí n / (x)»? 

(=• <0 !«• *1 

b) «Una función continua en el segmento [a, 61 tiene 
máx i (x) y mí n / (x)*? 

& b] [o, 6] 

rán ciertas las afirmaciones de la tarea 18, si el segmento, 
la, 61 se sustituye por el intervalo (a, 6)? 


III. Ejemplos de resolución de problemas 

1. Demostrar que lá función y = está acotada en la recta 
numérica ( —oo, + oo). 

A Puesto que x a > 0, entonces 1 + x* > 1, y, por consiguiente, 
Vx 6 (—°°i +°°) se cumplen las desigualdades 

De aquí se deduce que la función i + x* e9t ^ acotada en 

(— oo, +oo). A 

2. Hallar las cotas exactas de la función que figura en el ejem¬ 
plo 1 y determinar, si ésta tiene los valores máximo y mínimo. 

A Está claro que 0 cuando x-t-oo, por eso esta 

función puede tomar valores, tanto como se quiera, próximos de 
coro. Es natural suponer que inf — 0. Demostremos esto, 

valiéndonos de la definición de la cota inferior exacta. Hay que 
mostrar que están cumplidas dos condiciones: 

1«) Vxe(-oo. + oo): T ^r>0; 

2*) Vm>03x' tal que í q^7 i <m. 
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La I a condición ae cumple en vigor de la desigualdad izquierda (1). 
Demostremos que está cumplida la 2* condición. Prefijemos un 
xn>0 arbitrario. Si 1, la desigualdad <m se cumple 

en virtud de (1) para todos x '. Sea m<l. Entonces — 1>0. 
Tomemos en calidad de x' cualquier número tal que x' > j/"1. 
Entonces *'*> -jj— 1, de donde 1 + 1 ' 1 > -i y. por consiguiente, 
<m, lo quo so trataba de demostrar. Así, pues, 


inf 


r —0. 


De manera análoga se puede demostrar que sup 


1. 


(-=», +■»> 1 +*’ 

Advirtamos ahora que la función y = — toma el valor igual 
a 1 {cuando x = 0), pero no toma el valor igual a 0 para ningún 
x (j-q^T>0 Vz). Por esto la función dada tiene en (—oo, + oo) 

el valor máximo ( máx —- £x r ~ *) • P ero no tíene valor 
mínimo. A 

IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

1. Demuéstrese el acotamiento de la función: 

a ) y ~ en 1® semirrecta [0, + oo); 


b) V* 


2 x 


1+* 


en la recta numérica (—oo, -j-oo); 


c) y = x sen — en ( —oo. -f oo); 

d) y = arctg 2* en (—oo, -foo); 

e) y = ze-* en (0, -+- 00 ). 

2. ¿Estaráu acotadas las siguientes funciones: 

a) y =j z 1 en (—5, 101; b) y = z 1 en (—5, +oo); 
c) y =» x eos (1/z) en (—oo, +oo); 

í cuando Xt¿Í, 

d > H 0 cuando *-l, “ ^ ^ 
o) y = 2‘A*-‘» en (0, .1)? 

3. Adúzcase un ejemplo de una función que en cierto conjunto X: 
a) está acotada superiormente, pero no lo está interiormente, b) está 
acotada interiormente, pero no lo está superiormente; c) no está 
acotada ni inferior ni superiormente. 

4. Supongamos que una función / (x) esté definida en un con¬ 
junto X y que Vz 6 X existe un entorno en el que / (z) está acotada. 
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¿Se podrá deducir de aquí el acotamiento de / (x) en X, si: a) X es 
un intervalo; b) X es un segmento? 

5. Adúzcase un ejemplo de una función / (x) que es continua e 
igual a cero en cierto punto x 0 y: a) tiene un signo determinado en 
cierto entorno del punto x„ (a excepción del propio punto x 0 ); b) no 
conserva el signo en ningún entorno del punto x 9 . 

8. Adúzcaso un ejemplo de una función continua en el intervalo, 
pero no acotada en éste: a) superiormente; b) interiormente; c) por 
ambos lados. 

9. Cítese un ejemplo de una función definido en la, 6], pero no 
acotada en [a, 6): a) superiormente; b) ¡nferiormcnte; c) por ambos 
Jados. ¿Puede semejante función ser continua en la, 6]? 

8. Hállense las cotas exactas de la función: 

») /( z ) = T^í en (°« +°°); 

b) /(x)~x l en 1 — 5, 10); 

c) /(x) = arctg 2* en (—oo. + oo); 

d) / (x) = sen x + eos x en |0, n|; 

e) /(x)-=2'/<*-i> en (0, 11. 

¿Alcanzará / (x) sus cotas exactas en el conjunto indicado? 

9. Adúzcase un ejemplo de una función / (x) en la cual: a) 
sup / (x) = +oo; b) inf / (x) — —oo. 

10. Cítese un ejemplo de una función continua y acotada en un 
intervalo, la cual en este intervalo: a) alcanza sup, pero no alcanza 
inf; b) alcanza inf, pero no alcanza sup; c) no alcanza ni sup, ni inf. 

11. Dése un ejemplo de una función acotada en un segmento, la 
cual en este segmento: a) alcanza sup, pero no alcanza inf; b) alcanza 
inf. pero no alcanza sup; c) no alcanza ni sup, ni inf. ¿Puede seme¬ 
jante función ser continua en el segmento? 

12. Cítese un ejemplo de una función que en cierto conjunto X 
tiene sup e inf, pero no tiene máx y mín. 

13. Encuéntrese la oscilación de la función: 

a) / (x) = x’ en (-1. 2); 

b) / (x) = sen (1/x) en (0, e), donde e es un número arbitrario; 

c) / (x) = x sen (1/x) en (0. 1); 

d) / (x) = i | sen (1/x) | en (0, 1). 

14. Designemos con m |/| y M I/] las cotas exactas inferior y su¬ 
perior, respectivamente, de una función / (x) en el conjunto X. Su¬ 
pongamos que /, (x) y /* (x) están definidas en X. Demuéstrese que 

m f/i + /.I > "i l/J 4- m I/,). 

M I/, + /,) < M l/.l + M [/,). 

Dense ejemplos de las funciones /, (x) y /, (x), para las cuales en las 
expresiones aducidas tiene lugar: a) el signo de igualdad; b) el signo 
de desigualdad. 


123 



§ 2. Continuidad uniforme de una función 
I. Conceptos y teoremas fundamentales 

1. Definición de la continuidad uniforme de una función. Suponga¬ 
mos que el conjunto X es un'intervalo o consta de varios intervalos. 

definición. Una junción j (x) se llama uniformemente continua 
en el conjunto X, si Ve > 0 3 ó = ó (e) > 0 tal que Vx, x' 6 X, 
que satisfagan la desigualdad | x — x' | < 6, se cumple la desigualdad 
\j(x)-)(x') \<t. 

observación. De la definición se deduce que si una función es 
uniformemente continua en el conjunto X , entonces es continua en 

este conjunto, es decir, es conti¬ 
nua en cada uno de sus puntos. 
La diferencia entre continuidad 
uniforme de una función en el 
conjunto X y la continuidad 
«corriente» en este conjunto (es 
decir, la continuidad en cada uno 
de sus puntos) consiste en que 
en caso de continuidad uniforme 
Ve >0 se encontrará un ó (e)>0 
«necesario» (tal como el que se 
requiere según la definición), 
común para todos x 6 X (ó de¬ 
pende sólo de e y no depende de 
x ), mientras que en caso de la 
continuidad «corriente» Ve > 0 
y Vi 6 X se encontrará un 6 
«necesario» (es decir, ó depende tanto de e, como de i), pero para 
ciertos e puede no existir el Ó (e) > 0 «necesario», que sea común 
para todos los x £ X. En este caso ó varia en función de x, tomando 
valores tan pequeños como se quiera (para e fijados). 

2. Ilustración geométrica de la continuidad uniforme de una 
función. Si / (x) es uniformemente continua en X, entonces 
V e > 0 36 (e) > 0 tal que el rectángulo con lados ó (e) y (e) 
paralelos a los ejes Ox y Oy puede desplazarse a lo largo de la gráfica 
(conservando el paralelismo de sus lados a los ejes de coordenadas) 
de tal manera que la gráfica no cortará los lados horizontales del 
rectángulo, sino que cortará sólo sus lados verticales (fig. 5). 

3. Teoremas de la continuidad uniforme de una función. 

Teorema 5 (teorema de cantor). Una junción continua en un seg¬ 
mento es uniformemente continua en el mismo. 

Teorema 6 (condición suficiente para la continuidad uniformf. 
de una funcion). Si una junción / (i) tiene en un intervalo X una deri¬ 
vada acotada, entonces j ( x) es uniformemente continua en este intervalo *. 

• Recordemos que llamamos intervalo a cualquiera de los conjuntos siguien¬ 
tes: segmento, el propio intervalo, semiintarvalo, aemirrecta y la recta numérica. 
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II. Preguntas y tareas de control 

1. Dése la definición de la continuidad uniforme de una función. 

2. Valiéndose de los cuantificadores, enúnciese la negación de la 
continuidad uniforme de una función. 

3. ¿Serán válidas las afirmaciones: 

a) «Si / (z) es continua en el conjunto X, será uniformemente 
continua en el mismo»? 

b) «Si / ( x) es uniformemente continua en X, será continua 
en X»? 

4. ¿Qué ilustración geométrica tiene la continuidad uniforme de 
una función? 

5. Enúnciese el teorema de Cantor. 

<3. ¿Seré cierta la afirmación: «Una función continua en un intervalo 
es uniformemente continua en el mismo»? 

7. Enúnciese el teorema que expresa la condición suficiente de la 
continuidad uniforme de una función. 

■8. ¿Será el acotamiento de una derivada la condición necesaria de 
la continuidad uniforme de una función? 

III. Ejemplos de resolución de problemas 

i. Investigar la continuidad uniforme de la función y = z 2 
en el intervalo (— l, l), donde i > 0 es cualquier número fijo. 

A Demostremos que la función y = x- es uniformemente continua 
en el intervalo (—í, l), además lo haremos aplicando tres procedi¬ 
mientos: 1) utilizando la definición de la continuidad uniforme; 
2) empleando el teorema de Cantor; 3) haciendo uso de la condición 
suficiente de la continuidad uniforme. 

i procedimiento. Anotemos la diferencia y (z,) — y (z s ): 

y (*i) — y (*») = = (*i + x t ) ( x ¡ — **)■ (*) 

Si x¡, z, £ (— l, l), resulta que el módulo de la suma | x, x, | 
está acotado por el número 2í. Por eso el módulo de la diferencia 
I y ( x \) — y (*«) I sef á tan pequeño como se quiera para todos 
•*,. x i € ( —i, l), si es que el módulo de la diferencia | z, — x¡ | 
es lo suficiente pequeño. Estos razonamientos cualitativos ya mues¬ 
tran que la función y = z* es uniformemente continua en el inter¬ 
valo (— l, i). 

Aduzcamos ahora unos razonamientos más estrictos, recurriendo 
a la definición de la continuidad uniforme. Prefijemos un e > 0 
arbitrario y hagamos ó = e/(2I). Entonces Vz„ z a £ (—/, l), que 
satisfagan la desigualdad | z, — z s | < ó, se cumple la desigualdad 

I y (*i) — V (*a) I = I *. — ■** I • I *i + *t I < 6 ' 21 = e - 

Precisamente esto significa, según la definición, que la función 
y = z J es uniformemente continua en el intervalo (—I, l ). 

ii procedimiento. Examinemos la función y = z a en el segmento 
I — i, /l. Ésta es continua en este segmento y, por consiguiente, según 
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el teorema de Cantor, es uniformemente continua en él. De aquí 
se deduce que la función y = x* es uniformemente continua en el 
intervalo (— l , l ). En efecto, (—/, l) cz I— l, l ] y, puesto que la 
desigualdad | y (x 2 ) — y (x 8 ) | < e se cumple Vx„ x 2 6 I—i, fl, 
que satisfacen la desigualdad | x, — x 8 \ < ó (e), también se cum¬ 
pliré para todos x„ x 2 6 (—*, 0. que satisfacen esta misma desi¬ 
gualdad. 

ni procedimiento. La derivada y' (x) = 2x está acotada en el 
intervalo (— l, l): | y' (x) ( = 2 | x | 21. De aquí según el teo¬ 

rema 6 se deduce que la función y = x* es uniformemente continua 
en (—1, l). A 

2. Investigar la función y — x* en sentido si es uniformemente 
continua en toda la recta numérica. 

A En la expresión (1) se ve que si x„ x 2 € (—oo, +oo), enton¬ 
ces, por muy pequeño que sea el módulo de la diferencia | x, — x t I, 
el módulo de la diferencia | y (x¡) — y (x 2 ) | no lo será para x, y x 2 
suficientemente grandes, debido al factor (x t -f x 2 ). Este razona¬ 
miento cualitativo sugiere que la función y — x ! no es uniforme¬ 
mente continua en toda la recta (—oo, oo). Demostremos esto, 
utilizando la negación de la definición dada para la continuidad uni¬ 
forme. Es necesario demostrar que 3e > 0 tal que V8 > 0 3x¡, 
x 2 que satisfacen la desigualdad | x,—x 2 | < 6, para los cuales 
I y ( x ,) — y (x,) | >t. i 6 

Tomemos e=l y Vó>0, hagamos x, = -g-+-g-, x 2 = -g-. 
Entonces |x,—x 2 | = 6/2 <6, pero además 

lyfo)—¡'( 2 «)l = l*i—**1 l*i+*il = 4 ( t+t ) =1 + 4-> 1 = e - 

Esto demuestra que la función y = x 1 no es uniformemente con¬ 
tinua en (—oo, -f- oo). A 

IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

15. Valiéndose de la definición dada para la continuidad uni¬ 
forme y de su negación, demuéstrese que la función y = 1/x: a) es 
uniformemente continua en la semirrecta [1, +oo); b) no es uni¬ 
formemente continua en la semirrecta (0, +oo). 

16. Adúzcase un ejemplo de una función que sea continua en 
cierto intervalo, pero no uniformemente continua en el mismo. 

17. Demuéstrese la continuidad uniforme de las funciones si¬ 
guientes, haciendo uso sólo de la definición de la continuidad uni¬ 
forme Ies decir, eligiendo a partir del e arbitrario prefijado el 6 = 
= 6 (e) necesariol: a) / (x) = A-x + b en (—oo, + oo) « Oí 
b) / (x) = X a en (—3, 5); c) / (x) = sen x en (—oo, +oo); d) / (x) = 
»■ e* en |0, 10]. 

18. Investigúese la continuidad uniforme de las funciones 
siguientes (aplicando cualquier procedimiento): a) / (x) = ln x 
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en (O, 1 ) y en ( 1 , 2 ); b) / (z) = sen ( 1 /z) en (O, 1 ) y en ( 0 , 01 , 1 ); 
c) / ( x ) = arctg x en (—<». +oo); d) / ( x) = arcsenz en (— 1 , 1 ); 
e) / (*) = V x en [O, + oo). 

19. Demuéstrese que la función f(x)=- * se ° 1 ^ es uniformemente 

continua en los intervalos /, = (—1 < x < 0 ) e I t = (0 < x < 1 ), 
pero no es uniformemente continua en su suma /. 4- /. = (0 < 

< I* I < I}- 

20. Demuéstrese que si la función / (x) es uniformemente con¬ 
tinua en cada uno de los segmentos la, c) y [c, 61, será también uni¬ 
formemente continua en el segmento |a, 61. 

21. a) Demuéstrese que si la función / ( x ) está definida y es con¬ 
tinua en la semirrecta [a, + oo) y existe lím / ( 2 ), entonces / ( x) 

X—+00 

es uniformemente continua en la, -j- 00 ). 

b) Adúzcase un ejemplo de una función uniformemente continua 
en la semirrecta [a, + 00 ), en la cual no existe lím / (z). 

X—-foo 

22. Adúzcase un ejemplo do una función que tiene la derivada no 
acotada en un conjunto X, pero es uniformemente continua en este 
conjunto. 

23. Demuéstrese que una función uniformemente continua en 
un intervalo, está acotada en éste. ¿Será cierta la afirmación inversa? 

24. Demuéstrese que la suma y el producto de dos funciones uni¬ 
formemente continuos en un intervalo, son uniformemente continuos 
en el mismo. 

25. Se llama módulo de continuidad de una función / ( 2 ) en el 
intervalo (a, 6 ) (a y 6 pueden ser iguales, respectivamente, a —00 
y + 00 ) la siguiente función del argumento ó (ó > 0 ): 

01 ,( 6 )= sup |/(i,)- f(x,)\ 

*■. *■€(“. a). 

(si | / (z,) — / (z 5 ) | es una función no acotada, cuando {| z, — z s | 

< 6 ; z,, x, £ (a, 6 )}, entonces se escribe o>, ( 6 ) = + 00 ). 

a) Demuéstrese que para la continuidad uniforme de la función 
/ (z) en el intervalo (a, 6 ) es necesario y suficiente que lím oí, ( 6 ) = 

6-*0 
= 0 . 

b) Adúzcase un ejemplo de una función / (z), z € (a, 6 ), para la 
cual o>,( 6 ) = + 00 . 

26. Supongamos que la función / (z) es continua en un conjun¬ 
to X, es decir, es continua en cada punto z £ X. Entonces Ve > 0 
y Vz £ X =6 = 6 (e, z) > 0 tal que de la desigualdad | z' — z | < 

< 6 (e, z) (z' £ X) se deduce la desigualdad | / (z') — / (z) | < e. 
Demuéstrese que para la continuidad uniforme de la función / (z) 
en el conjunto X es necesario y suficiente que inf 6 (e, z) > Ó 

(Ve > 0). 
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§ 3. Algunos teoremas 
de las funciones derivables 

I. Conceptos y teoremas fundamentales 

1. Crecimiento de una (unción en un punto. 

definición. Se dice que la función f (x ) crece en el punto x 0 , si 
existe tal entorno del punto x 0 , en el que f (x)>f (x 0 ) para x > x 0 
j (x)<f (x„) para x < x,. _ 

En forma análoga se define el decrecimiento de una función en 
un punto. 

Teorema 7 {condición suficiente de crecimiento de una función 
en un punto). Si la función f ( x) es derivable en el punto x 0 y 
f'(2o)>0 (/'(*»)<0). entonces f(x) crece (no decrece) en el punto x„. 

2. Teoremas de crecimiento y de decrecimiento de una función 
sobre un intervalo. 

definición. Se dice que la función f (x) crece (no decrece) en el 
intervalo X, si Vx„ x¡ £ X de la condición x, < x„ se deduce la de¬ 
sigualdad f (x,) < / (x,) I respectivamente f (x,) ^ / (x,)l. 

De manera análoga se determina el decrecimiento (no crecimiento) 
de una función en un intervalo. 

Teorema 8. Para que la función f (x) derivable en el intervalo X 
no decrezca (no crezca) en éste, es necesario y suficiente que Vx 6 X 
se cumpla la desigualdad f (x) > O [/' (x) 4 01. 

Teorema 9 (condición suficiente de la monotonía estricta de una 
FUNCION). Si }' (x) > 0 (/' (x) < 0) Vx £ X, entonces f (x) crece 
(decrece) sobre el intervalo X. 

3. Teoremas de Rolle, de Lagrange y de Cauchy. 

Teorema 10 {teorema dé rolle). Supongamos que la función f (x) 
satisface las condiciones: 

1*) f (x) es continua sobre [a, bl; 

2") / (x) es derivable en (a, b); 

3*) f(a)=f (b). 

Entonces existe un punto c 6 ( a . b) tal que f (c ) = 0. 

INTERPRETACION FISICA DEL TEOREMA DE ROLLE. Supongamos que X 

es el tiempo y / (x), ia coordenado de un punto que se mueve por una 
recta en el instante x. En el instante inicial x = a ol punto tiene la 
coordenada / (a), luego se mueve de manera determinada con la 
velocidad /' (x) y en el instante x = b regresa al punto con coorde¬ 
nada / (a) 1/ (b) = f (a)). Está claro que para regresar al punto 
f (a) aquél debe pararse en cierto momento de tiempo (antes de «vol¬ 
verse atrás»), es decir, en cierto momento x = c la velocidad/' (c) = 
e= 0. 

INTERPRETACION GEOMÉTRICA DEL TEOREMA DE ROLLE. Existe UD 

punto c £ (a, b) tal que la tangente a la gráfica de la función y = 
= / (x) en el punto (e, / (c)) es paralela al eje Ox. 

Teorema II (Teorema de laoranqe). Supongamos que una fun¬ 
ción f (x) satisface las condiciones: 
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1 *) / (*) es continua sobre \a, 61; 

2 ») / (a:) es deriuable en (a, b). 

Entonces existe un punto c 6 (o, 6) tal que 

f (b) — 1 (fl) = /' ( e ) (b — a). (1) 

La fórmula (1) se llama formula de lagrange (o fórmula de los incre¬ 
mentos finitos). 

INTERPRETACION' FISICA DEL TEOREMA DE LAORANOE. Supongamos que 
x es el tiempo; f(x), la coordenada de un punto que se mueve por una 
recta en el instante x. Escribamos la fórmula de Lagrange en la 
forma de 

La magnitud en el primer miembro de la igualdad es, evidente¬ 
mente, la velocidad media de movimiento del punto por la recta 
durante el intervalo de tiempo desde a hasta b. La fórmula de La¬ 
grange muestra que existe un momento tal de tiempo x = c, en el 
cual la velocidad instantánea es igual a la velocidad media en el 
intervalo de tiempo la, 6l. 

INTERPRETACION GEOMETRICA DEL TEOREMA DE LAGRANGE. El nú¬ 
mero es el coeficiente angular (pendiente) de la recta 

que pasa a través de los extremos de la gráfica de la función y = 
= f (x): los puntos (a, f (a)) y (6, / (6)), mientras que f (c) es el 
coeficiente angular de la tangente a la gráfica en el punto (c, / (c)). 
La fórmula de Lagrange muestra que la tangente a la gráfica en cierto 
punto (c, / (e)) es paralela a la recta que pasa a través de los extremos 
de la gráfica (o coincide con dicha recta). 

Teorema 12 (teorema de cauchy). Supongamos que las fun¬ 
ciones f (x) y g ( x ) satisfacen las condiciones: 

I a ) f (x) y g ( x) son continuas sobre [a, 61; 

2 °) f ix) y g (x) son derivables en (a, 6); 

3*) g'(x)^ 0 V*€(a, b). 

Entonces existe un punto c 6 (a, b) tal que 
/<&>-/(«) fie) 

tW-iiá)- 71o • < 2) 

La fórmula (2) se llama pormula de cauchy. 

II. Preguntas y tareas de control 

1. Dése la definición de crecimiento (decrecimiento) de una fun¬ 
ción en un punto. 

2. Enuncíese el teorema que expresa la condición suficiente de cre¬ 
cimiento de una función en un punto. 

3. ¿Serán válidas las afirmaciones? 

a) «Si una función crece en el punto x 0 , resulta que ella tiene 
en este punto una derivada positiva». 


0—01 51 
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b) «Si una función / (x), derivable en un punto x 9 , crece en 
este punto, entonces /' (x 0 ) > 0 ». 

4. Enuncíese el teorema que expresa la condición necesaria y sufi¬ 
ciente de la monotonía de una función derivable en un intervalo. 

5. Enuncíese el teorema que expresa la condición suficiente de la 
monotonía estricta de una función derivable en un intervalo. 

(J. ¿Será cierta la afirmación: «Si una función / (x), derivable en 
un iutervalo X, crece en éste, tendremos que /' ( x) > OVx 6 X»? 

7. Sea una función / (x) definida en cierto entorno de cada punto del 
conjunto X. ¿Serán válidas las afirmaciones? 

a) «Si / (x) crece en el conjunto X, crecerá en cada punto 

x 0 6 X*. 

b) «Si / (x) crece en cada punto i 0 í X, crecerá en el con¬ 
junto X». (Examínese la función / (x) = —1/x). 

8 . Enuncíese el teorema de Rolle. 

9. ¿Permanecerá válido el teorema de Rolle, si se omite la condi¬ 
ción: a) /(«)=/ ( 6 ); b) / (x) es continua en la, ó|? Adúzcanse 
los correspondientes ejemplos. 

10. Enuncíese el teorema de Lagrange. 

11. Enuncíese el teorema de Cauchy. 


III. Ejemplos de resolución de problemas 

1. Hallar los intervalos de monotonía de la función / (x) = 
= 3x — x 3 , 

A Tenemos /' (x) = 3 — 3x 2 = 3 (1 — x 2 ). Puesto que /' (x) >■ 
> 0 para x g (— 1 , 1 ), /' (x) < 0 para x 6 (—oo, — 1 ) y x € ( 1 , oo), 
entonces la función / (x) = 3x — x 3 crece en el intervalo (—1, 1) 
y decrece en las semirrectas (—oo, —1) y(1, 4- ■»); se puede también 
decir que / (x) crece en el segmento I— 1 , 1 ] y decrece en las semi¬ 
rrectas (—oo, —11 y | 1 , +oo). A 

2. Demostrar que la función 

í x + x 2 sen (2/x) cuando x 0, 

/ ( 2 ) — | 0 cuando x — 0 


crece en el punto x = 0 , pero no es creciente en ninguno de los inter¬ 
valos (—-e, e) (e > 0 es un número arbitrario). 

A Tenemos 


j l+ 2 xson( 2 /x) — 2 eos ( 2 /x) cuando x^O, 

^ ^ = \ 1 cuando x = 0 

(en lo referente al cálculo de /' (0) véase el ejemplo 6 , § 1 del cap. IV). 

Puesto que /' (0) = 1 > 0, tendremos que según el teorema 7 la 
función / (x) crece en el punto x = 0 . 

Si / (x) creciera en cierto intervalo (—e, e), resultaría que según 
el teorema 8 se cumpliría la condición /' (x) >0 Vx £ (—e, e). 
Mostremos que esto no es así. Hagamos x„ = l/(n n) (n es un nú- 
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mero natural). Es evidente que Ve >0 3n tal que ll(nn) < e, 
es decir, x„ £ (—e, e). Sustituyendo x = x n = II(nn) en la expre¬ 
sión para /' (x), cuando 1 ^ 0 , obtenemos /' ( x n ) = —1 < 0. Ésto 
demuestra que la función / (x) no es creciente en ninguno de los 
intervalos (—e, e). A 

3. Supongamos que la función / (x) satisface las siguientes con¬ 
diciones: 1) / (x) tiene una derivada continua en [o, 61; 2) / (x) 
tiene la derivada segunda en (a, 6); 3) / (a) =■ /' (a) = 0, / (6) = 0. 
Demostrar que existe un punto c g (a, 6) tal que /* (c) = 0. 

A Es evidente que pora la función / (x) en el segmento la, b 1 
están cumplidas todas las condiciones del teorema de Rolle. Por eso 
existe un punto d £ (a, b) tal que /' (d) = 0 . 

Examinemos la función /' (x) en el segmento (a, di. Tenemos: 
1 ) /' (x) es continua en (a, d); 2) /' (x) tiene la derivada (/' (x))' = 
= f (x) en (a, d); 3) /' (a) = /'j(d) = 0. En virtud del teorema de 
Rolle existe un punto c í (a, a) [y, por consiguiente, c £ (a, 6)1 
tal que (/' (x))' | I=C = /' (c) = 0 . ▲ 

4. Demostrar que | eos x — eos y | ^ | x — y | Vx, y. 

A Según la fórmula de Lagrange, 

eos x — eos y = sen (x — y), 

donde | es cierto punto del intervalo (x, y). Puesto que | sen | | ^ 1, 
entonces | eos x — eos y | ^ | x — y |. ▲ 

5. Supongamos que las funciones / (x) y g (x) están definidas 
y son derivabies para x :> x 0 , además / (x 0 ) = g (x 0 ), /' (x) > g' (x), 
cuando x > x 0 . Demostrar que / (x) > g (x), siendo x > x 0 . 

A Examinemos una función 9 (x) = / (x) — g (x) en un seg¬ 
mento arbitrario lx 0 , xl (x > x„). Según la fórmula de Lagrange, 

<P (*) — <P <*o) = <P' (l) (x — x 0 ), (3) 

donde 5 es cierto punto del intervalo (x 0 , x). Puesto que 
-P (x.) =/(!.)-« (* 0 ) = o, 9 ' <$> = /' (£) - g' (i) > o, 
x — x # > 0 , 

do la igualdad (3) obtenemos 9 (x) > 0, es decir, / (x) — g (x) > 0, 
cuando x > x 0 . De esta manera, / (x) > g (x), cuando x > x 0 . A 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

27. Hállense los intervalos de monotonía de las funciones: 

a) / (x) = ax* + bx + c (a > 0); 

b) / (x) = x» + 3x* + 3x; 

c ) d) /(x) = x+senx; 

e) / (x) = x 2 sen x; f) / (x) = sen (n/x); 

g) / (x) = x a 2-*; h) / (x) = x"e-* (n > 0, x > 0). 


9* 
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28. Demuéstrese que si una función crece en cada punto de un 
intervalo, quiere decir que crece en este intervalo. ¿Quedará válida 
esta afirmación, si el intervalo se sustituye por un conjunto arbi¬ 
trario? 

29. Supongamos que una función / (z) satisface las condiciones: 
1) / (z) tiene una derivada continua de (n — l)-ésimo orden en 
lz 0 , z n l; 2) / ( x) tiene una derivada de n-ésimo orden en (z 0 , z„), 
3) / (*o) = / (*i) = • • • = i (*»), donde x 0 < z, < ... < x„. De¬ 
muéstrese que existe un punto | g (z 0 , x„) tal que /'"> (£) =■ 0. 

30. Recurriendo al teorema de Rolle, demuéstrese que si todas 
las raíces del polinomio 

P K (x) = a t x n + a + ... + a„ (fl 0 =£ 0) 


con coeficientes reales a„ (k = 0, 1.n) son reales, sus deri¬ 
vadas P' n (z), Pñ (a:)./’S' 1 (z) también tienen sólo raíces reales. 

31. Demuéstrese que todas las raíces del polinomio de Legendre 


/>»<*) = - 


__t_ 

2 ”n! dx n 


{(z^-1)”} 


son reales y se encuentran en el intervalo (—1, 1). 

32. Hállese el punto c en la fórmula de los incrementos finitos 
(1) para la función 


/(*) = 


0,5(3— z i ) cuando 1, 

1/z cuando 1 < z < 4- co 


en el segmento 10, 21. 

33. Utilizando la fórmula de Lagrange, demuéstrese la validez 
de las desigualdades: 

a) | sen z — sen y | < | z — y \ Vz, y, 

b) I arctg x — arctg y | < | z — y | Vz, y; 

c) z ~ v < ln-í- x ~ v cuando 0 <y <x. 

34. Demuéstrese la validez de las desigualdades: 

a) e* > 1 z cuando z # 0; 

b) z— j- < ln(l+z)<z cuando z>0; 

c) ln (l + z)> cuando z> 0; 

d) z-|-<senz<z cuando z>0; 

e) z + ¿-<tgz cuando 0 <z<ji/2. 

Ilústrense estas desigualdades en forma geométrica. 

35. Supongamos que las funciones / (z) y g (z) están definidas 
y son derivables n veces para z > z 0 , además } {h) (z 0 ) = g (h) (z 0 ) 
(A = 0, 1, . ... n — 1); /'"> (z) > g<") (z) para z > z 0 . Demués¬ 
trese que / (z) > g (x) para z > z 0 . 
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36. Demuéstrese que si una función es derivable, pero no está 
acotada en un intervalo, su derivada tampoco está acotada en este 
intervalo. Adúzcase un ejemplo que muestre que la afirmación in¬ 
versa no es cierta. 

37. ¿Será válida la fórmula de Cauchy para las funciones / (x) — 
= j 1 y j (i) = x s en el segmento I—1, 1)? ¿Qué condición del teo¬ 
rema de Cauchy no está cumplida para estas funciones? 

38. Supongamos que la función / (x) satisface las condiciones: 
1) / (x) es continua en (a, 61; 2) / (x) es derivable en (a, 6); 3) / (x) 
no es una función lineal. Demuéstrese que existe un punto c £ (a, 6) 
tal que I / (6) - / (a) 1 < |/' (e) | • I 6 - a |. 

39. Supongamos que la función / (x) satisface las condiciones: 
1) / (x) es dos veces derivable en (a, 61; 2) /' (a) = /' (6) = 0. De¬ 
muéstrese que existe un punto c 6 (a. 6) tal que | / (6) — / (o) | ^ 
< (1/4) (6 - ay | /' (c) |. 

40. En el tiempo t s un punto recorrió por una recta la distancia 
de p m. En los instantes inicial y final la velocidad del punto es 
igual a cero. Demuéstrese que en cierto instante el valor absoluto 
de la aceleración del punto fue no menor que 4p/t* m/s*. 

§ 4. Regla de L'Hospital 
I. Conceptos y teoremas fundamentales 

Teorema 13. Sea que están cumplidas las siguientes condiciones: 

I a ) las íunciones / (x) y g (x) están dejinidas y son derivables en 
cierto entorno del punto a (a excepción, puede ser, del propio punto a)\ 

2 a ) lím /(x)=lím g (x) = 0; 

x-a x—a 

3 a ) g' (x) 0 en el entorno indicado del punto a (a excepción, 

puede ser, del propio punto a); 

4“) existe lím -44 -t- . 

Entonces existe lim ■ ■ y éste es igual a lím -44rr-. 

x —a 8 W x—a & 1*1 

observación. Si todas las condiciones del teorema 13 están cum¬ 
plidas en el semientorno derecho (izquierdo) del punto a, entonces 
el teorema es válido respecto al límite derecho (izquierdo) de la 
función / (x)/g (x) en el punto a. 

Teorema 14. Supongamos que están cumplidas las condiciones: 

1“) las junciones / (x) y g (x) están definidas y son derivables en la 
semirrecta (a, +oo); 

2*) lim /(x)= lím g (x) = 0, 

3‘) g'(x)=^=0 Vxg(a, -f-oo); 

4*) existe lím -444- 

Entonces existe lím 1 y éste es igual a lím -444. 

X- + 00 8 1*1 X -*+ao 8 V*) 
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Observación. Si la 4 a condición en los teoremas 13 y 14 se 
sustituyo por la condición lím ■ . = oo (a es un número o el 

x-a * ‘*1 

símbolo +oo), resulta que lím = oo. 

x — a 

Los teoremas 13 y 14 permiten calcular los limites indetermi¬ 
nados del tipo 0/0. 

Teorema 15. Si están cumplidas las condiciones I a , 3 a y 4 a 
de los teoremas 13 y 14, y en ves de la 2 a condición se cumple la 
condición de lím /(z) = lím g(z) = oo (a es un número o el sím- 

bolo 4- oo), entonces existe lím ^ y éste es igual a lím A4^r. 

x-a » W *-« s i x > 


El teorema 15 permite calcular los límites indeterminados del 
tipo oo/oo. También es cierto respecto a los límites laterales. 

Cada uno de los teoremas 13—15 se llama regla de l'hospital. 
Las expresiones indeterminadas de otros tipos (0-oo; oo — oo; 
1*; 0°; oo a ) pueden reducirse a las indeterminaciones del tipo 0/0 
ó oo/oo y luego emplear la regla de L’Hospital. 


II. Preguntes y tareas de control 


1 . 

2 . 


Enuncíese la regla de L’Hospital para calcular los límites inde¬ 
terminados del tipo: a) 0/0 cuando z—*- a; b) 0/0 cuando x -*■ +oo 
c) oo/oo cuando z—<- a; d) oo/oo cuando x —*- 4-°°- 
Supongamos que estén cumplidas las condiciones I a — 3 a del 
teorema 13 (o del teorema 14, o bien del teorema 15) y que 

no exista lím ¿Se podrá deducir de aquí que no existe 


lím yjjj- ? Examínense los ejemplos: 


III. Ejemplos de resolución de problemas 
1. Hallar lím . 

A El límite dado es una explosión indeterminada del tipo 0/0. 
Comprobemos la posibilidad de que se cumplan las condiciones del 
teorema 13: _ . 

I a ) las Junciones sen rxx y tg flz están definidas y son derivables 
en cierto entorno del punto z = 0; 

2 a ) lím sen ccx = lím tg 0z = 0; 

x-* 0 x-*0 
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3«) (tg(te)'. 


■ =¡t= O O en el entorno del punto x = 0; 


,a, ií„ (sencur)' acosar __ a 

4) - = l!S —p- T- 

cos’gr 

Por consiguiente, según el teorema 13, l(m ”^ = -|jp. ^ 

A veces para calcular los límites indeterminados resulta nece¬ 
sario aplicar la regla de L’Hospital sucesivamente unas cuantas 
veces, como en el caso siguiente. 

2. Hallar 

( 1 ) 


A Este límite es una expresión indeterminada del tipo 0/0. 
Las condiciones 1“—3* del teorema 13 están cumplidas, y el límite 
de la relación de las derivadas 


lím 

*-o 


Ugr-r ) 1 

i*’)’ 


lím 

x-0 


1 


eos* X 

—w 


1 


( 2 ) 


también es una expresión indeterminada del tipo 0/0. 

Para el límite (2) están cumplidas las condiciones 1*—3 a del 
teorema 13 y el limite de la relación de las derivadas 


lím 

*-o 



2 eos' 5 r sen r 


(3) 


de nuevo es una expresión indeterminada del tipo 0/0. 

Para calcular esta expresión indeterminada también se puede 
recurrir a la regla de L’Hospital, puesto que para el límite (3) las 
condiciones I a —3 a del teorema 13 están cumplidas y el límite de la 
relación de las derivadas es 

,, <2eos ' 5 X sen z)' 6eos - *x sen *x + 2eos* 1 x 1 ... 

“i?-«Ej 5 -= lis-6-"T- (4) 


Así, pues, en virtud de (2) — (4) ol límite buscado (1) es igual 
a 1/3. 

3. Hallar lím x*. 

X-+0 

A El límite dado es una expresión indeterminada del tipo 0°. 
Representemos x‘ en forma de e* ln * y examinemos lím (x In x). 

X-+0 


Este límite es una expresión indeterminada del tipo 0-oo. Al 
anotar i luí en forma de t llegamos a una expresión inde¬ 
terminada del tipo oo/oo. No es difícil comprobar que para 
lím 77—— están cumplidas todas las condiciones del teorema 15 

x-+o i’/ 1 ' 
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para los límites laterales (compruébelo por su propia cuenta). 
Empleando la regla la de L'Hospital, obtenemos 
ln* i/z 


x-+o <*/*) 


* lím — 7 —, 
x- 4 -o ->/x J 


= lím ( — x) = 0 . 
*-+o 


De aquí se desprende que lím x* = lím e* ,n * = e° = 1. A 
*-•+0 *-+o 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

Hállense los limites: 

41. lím -^-(<z>0). 42. lim -£(a>0, a>l). 

X-* +00 I x-*+oo a 

“ D 2S. 44. lím 


43. lím— 5 - 
x-o scn » x 
chx—cosí 


x-o «o*-* 


45 . lím chj ~ c031 . 46. lím (x—£_) ctg2x. 
x-0 1 x-n/2 ' 1 ' 

47 . lím *±£^.. 48. lím "S=ü. 


X-3JI/4 

49. lím- 


1—2 cos*x 


x-o * 
ln (sea cu) 




x-0 arccos 1 x—4-0 

51. lím . 52. lím (a >0). 

x-o - X- + 0 * 

53 . i¡ m ±Lzfl. 54. lím (2—x )‘* (!a/2> . 

x-o 1—4 x-i 

55. lím (tgx)*» 2 *. 56. lím x'/*. 

x-n/4 x-+~ 

57. lím (_S“L£.) 58 . Jim (^)’ /X \ 

x-o' 1 / x-o ' 1 ' 


59 -¡S?(4--i¿t)- “• “-(ln—s=r)- 

61. lím(ctgx-M. 62. lím (14 ~ —-. 

63. lim xX ~ a * . 64. lím (arccos x) 1 "*. 

x-o 1—4 x—1-0 


§ 5. Fórmula de Taylor 

I. Conceptos y teoremas fundamentales 
1. Polinomio de Taylor. Sea una función / (x) n veces derivable 
en el punto x 0 . El polinomio 

*.(*>- (*-*«)* 

*=o 
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se llama polinomio de Taylor para la (unción / (x) (con el centro en 
el punto x 0 ). Este polinomio posee la siguiente propiedad: 

¿’í.'Vo) = /<*>(*.) <* = 0, i .»). 

El papel que desempeña el polinomio de Taylor lo descubre el teo¬ 
rema siguiente. 

Teorema 16. Si una junción / (x) está definida en cierto entorno 
del punto x„ y es n veces derivable en este punto, tendremos que 

t(x)-p n (*)+/»„„(*). (1) 

donde Ji n+l (x) = o ((x — x 0 ) n ). 

La fórmula ( 1 ) se llama formula df. taylor para la función 
/ (x) con el centro en el punto x 0 y el término residual o complemen¬ 
tario ff n +,(x) en forma de Peana. 

2. Diferentes formas del término residual. 

Teorema 17. Supongamos que una función f (x) está definida y es 
n + 1 veces derivable en cierto entorno del punto x 0 . Sea x un valor 
arbitrario del argumento en este entorno ; p > 0, un número arbitrario. 
Entonces existe un punto | £ (x 0 , x) tal que 

<*> - / (*)~Pn (X) = (-fEf 9 ) ” /<"“> (5). (2) 

La expresión (2) se llama forma general del término residual (comple¬ 
mentario). 

Los casos particulares más importantes de la forma general del 
término complementario son los siguientes: 
a) la forma de Lagrange (p = n -f 1); 

(*) “Qf f<n+>> +' 9 (*-*•)> (° < 6 < *)• 

b) la forma de Cauchy (p = 1): 

ñ n+l <*) = ■ I ~ l9)n »i >(1 ~ e ' ’’ A"* 0 (*•+ e (* -*•» (0 < e < i) ■ 

3. Principales desarrollos. Si x 0 = 0, la fórmula de Taylor suelo 
llamarse formula de maclaurin. Los desarrollos más importantes 
según la fórmula de Maclaurin son 

I. e*=2 ■yr + fln+ií*)* 

»-o 

n 

II. senx=2 (-1 ^7^ + ^, W- 

»-t 

n 

III. eos x = 2 (~l)*w+ 

A-0 
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IV. ln(l + x)-2 (-D*-< 4 + J? n *,(x). 

A-l 

V. (1+,)•«!+ 2 

*-1 


II. Preguntas y tareas de control 

1. ¿Qué se llama polinomio de Taylor para la función / (x) con el 
centro en el punto x„? ¿Qué propiedad tiene? 

2. Enuncíese el teorema sobre la fórmula de Taylor con el término 
residual (complementario): a) en la forma de Poano; b) en la 
forma general. ¿En qué difieren las condiciones de estos teoremas? 
¿Las condiciones de qué teorema se desprenden a partir de las 
condiciones de otro? 

3. Dedúzcanse de la forma general del término residual las formas 
de Lagrange y de Cauchy. Obténgase la forma de Peano del tér¬ 
mino complementario partiendo de la forma de Lagrange. 

4. Anótense la fórmula de Maclaurin para la función / (x) y los tér¬ 
minos residuales de la misma en las formas de Peano, Lagrange 
y Cauchy. 

5. Escríbanse los principales desarrollos y los términos complementa¬ 
rios de estos desarrollos en las formas de Peano, de Lagrange y de 
Cauchy. 


III, Ejemplos de resolución de problemas 

1. Descomponer la función tg x según la fórmula de Maclaurin 
hasta el término con x 3 inclusive. 

A Hallemos las derivadas de la función / (x) = tgx hasta el 
tercer orden inclusive: 

f ( X ) ” cos*7 ” C0S ** *' 

f‘ (x) = 2 eos" 3 x sen z; 

/’ (x) = 6 eos* 4 x sen 2 x + 2 eos* 2 x. 

De aquí se obtiene / (0) = O, /' (0) = 1, /' (0) = 0, /'* (0) = 2. 
Según la fórmula de Maclaurin con el término complementario en 
forma dé Peano tenemos 

tgx = x+oír 3 ). 

Advirtamos que el cálculo de /<*> (x) da /<*> (0) = 0. Por eso el 
término complementario puede escribirse en la forma de o (x 4 ). ▲ 

2. Descomponer la función / (x) = ln eos x según la fórmula de 
Maclaurin hasta el término con x 4 inclusive. 
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A Aquí no hay necesidad de calcular las derivadas de / (x) 
hasta el cuarto orden, ya que podemos utilizar los principales de¬ 
sarrollos III y IV. Valiéndonos del desarrollo III, obtenemos 

ln (cosx)=ln (l— -x'+“fs' + »(**)) = •" (i+0. 

donde 

Ahora recurramos al desarrollo principal IV. 
lncosx = ln(1 + í) <=t - ^ + o(P) -+ —+ o(x 4 ) — 

- -T ( " T + li + 0 (*‘)) l +° (( --V+ ^■+°( ;r4 )) 2 ) = 

="-r + _ 24-g- + o(^) --2"--^ +OÍ* 4 ). a 

3. Estimar el error absoluto de la fórmula aproximada 

e*«l+x+-/> n (x) (3) 

cuando O^x^l. 

A Para poder apreciar el error absoluto hace falta estimar el 
término complementario R n +¡ (x) — e* — P n (x). Este término (x) 
en forma de Lagrange para la función e 1 tiene la forma de fl n+1 (x) = 
= j j-j e ej (0 < 8 < 1). De aquí obtenemos 

(/. + !)! 1 cuando ( 4 ) 

Precisamente esto es el valor buscado del error absoluto de la fór¬ 
mula aproximada (3) cuando 0 ^ x ^ 1. A 

4. Con ayuda de la expresión (4) resolver el siguiente problema: 
¿cuántos términos deben tomarse en la fórmula (1) para x = 1, 
con el fin de calcular el número e con precisión de hasta 10~ 8 ? 

A No es difícil calcular que 10! >3-10*. Por eso< 
< 3 ^ 0 , =« 10**. De esta manera, es suficiente en la fórmula (3) 

para x=l hacer n = 9, con el fin de obtener el número e con 
precisión de hasta 10**. A 

5. Empleando los desarrollos principales, hallar 

l(m . 

.-o * 

A Tenemos 

1( mJS£±l~n*=32« 

.-o 1 

*+TT+®(* 4 )+ 2 (*—£■+•(**)) “3* olzi) 

= lím-2-L-2-i-=lím-^-í-=0. A 

*-.0 *1 x-0 ^ 
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IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

65. Descompóngase la función f (x) según la fórmula de Maclaurin 
hasta el término del orden indicado, inclusive: 

a) f (x) = e~* hasta el término con x"; b) f(x) = e lx ~” hasta el 
término con x s ; c) /(x) = sensenx hasta el término con X a ; 
d) / (x) =■ eos sen x hasta el término con x 4 ; e) / (x) = ln —j—- hasta 

el término con x 8 ; f) / (x) = 3 /sen x s hasta el término con x 13 ; 
g) / |x)»/a n + i hasta el término con x*(a>0); h)/(x) = 
1 = 1 ^ 1 —x + 2x 2 hasta el término con x 3 . 

66. Escríbase la descomposición según la fórmula de Taylor 
con el centro en el punto x = 1 de la función: 

a) /(x) = x 2 ; b) /(x) = y r x hasta el término con(x — l) 3 . 

c) / (x) = sen (nx/2) hasta el término con (x—l) 4 . 

67. Estímese el error absoluto de las fórmulas aproximadas; 

a) son x ss x —— , cuando |x|<-i-; 

b) tgxs»x+-y-, cuando |x|^0,l; 

c) Yl -f x « 1 + -|-, cuando O^x^l. 

68. Con ayuda de Ja fórmula de Taylor hállense los valores 
aproximados de: a; J/9 con precisión de hasta 10 -3 ; b) Y 90 con 
precisión de hasta 10~*; c) sen 18° con precisión de hasta 10~*; 

d) sen 1° con precisión de hasta 10 -8 ; e) lnl,l con precisión de 
hasta 10 -3 ; f) e°. 2 con precisión de hasta 10“ 5 ; g) eos 6 o con preci¬ 
sión de hasta 10~ 5 . 

69. Empleando los desarrollos principales, hállense los límites: 

c) lim /e'(/e*-|-l-Ve JI -l); 

X— + 0O 

d) íím x?i*(y—\)+yT=\-2yi)-' 

3f-*+0O 

e) lim eI+ ¿r~ 2 : f) lim (-i- 

g) lim-i-(-i-—ctgx) ; h) lim 
*-o x ' 1 • *-o 
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Capítulo Vil 

Estudio del comportamiento de las 
funciones y construcción de las gráficas 

§ 1. Construcción de las gráficas 
de las funciones explícitas 

I. Conceptos y teoremas fundamentales 

1. Asíntotas de la gráfica de una función. Una función dada por 
medio de la relación y = f (x). x £ D (f) recibe el nombre de función 
explícita. 

definición. La recta x = ese llama asíntota vertical de la gráfica 
de la función y = f (x), si por lo menos uno de los límites lím f(x) 

x— e— 0 

o lím / (x) es igual a -+- oo o —oo. 
x~c+0 

definición. La recta y = kx + b se llama asíntota inclinada 
(oblicua) de la gráfica de la función y = f (x), cuando x +cc, si 
esta ¡unción es representable en forma de j (x) = kx + b + « (x), 
donde a (x) —*■ 0 cuando x —»- +oo. 

Teorema 1. Para que la recta y = kx + b sea una asíntota oblicua 
de la gráfica de la función y — f (x), cuando x —► +oo, es necesario 
y suficiente que existan lo límites 

lím ±&-=k\ lím |/(x)— kx) = b. 

X—H» 1 X — + oo 

De manera análoga se introduce el concepto de la asíntota oblicua 
de la gráfica de la función cuando x -*• — oo. 

2. Funciones pares, impares, periódicas. 
definición. Una función y = f (x) se llama par , si 

V* € D (¡):f(x) = f (—x). 

definición. Una función y = / (x) se llama impar, si 
Vx € D (/): / (x) = -/ (—x). 

definición. Una ¡unción y = / (x) se llama periódica, sí existe 
un número T =/= O, denominado período de la función y = / (x), tal que 
Vx € D (/): / (x) = / (x + T) = / (x - T). 

Por lo común bajo el período de la función se entiende el menor de 
los períodos positivos, si éste período existe. 

3. Extremo local de la función. Sea una función y = / (x) defi¬ 
nida en cierto entorno del punto x„. 

definición. Se dice que la junción y = f (x) tiene en el punto x 0 
un (máximo) mínimo local, si existe un entorno del punto x 0 tal en 
el que para x x 0 se cumple la desigualdad / (x) < / (x 0 ) [respectiva- 
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mente f (x) > / (x„)J. El máximo y el mínimo locales se unen bajo 
el nombre común del extremo local (o simplemente extremo). 

Teorema 2 (condición necesaria para la existencia de extremo). 
Si una función y = f (x) tiene en el punto x 0 un extremo, entonces la 
derivada f (x) en el punto x„ o bien es igual a cero o bien no existe. 

Los valores del argumento de la función y = / (x), para los cua¬ 
les la derivada de la función o bien es igual a cero, o bien no existe, 
pero la propia función es continua, reciben el nombre de puntos 
del extremo posible. 

Teorema 3 (primera condición suficiente para la existencia de 
extremo). Sea una función y = / (x) dertvable en cierto entorno del 
punto x„ del extremo posible {a excepción, puede ser, del propio pun¬ 
to x„). Entonces, si al pasar a través del punto x 0 (en dirección del cre¬ 
cimiento de x) la derivada f (x) cambia el signo de más a menos (del 
menos al más), resulta que en el punto x„ la función y = / (x) tiene un 
máximo (mínimo) local. Si al pasar a través del punto x 0 la derivada 
de la función no cambia de signo, quiere decir que en el punto x 0 la 
función y = / (x) no tiene extremo. 

Teorema 4 (Segunda condición suficiente para la existencia de 
extremo). Supongamos que en el punto x 0 del extremo posible la fun¬ 
ción y = / (x) tiene la derivada segunda. Entonces, si f" (x„) < 0 
(/" (x 0 ) > 0), resulta que la función y = f (x) tiene en el punto x 0 
un máximo (mínimo ) local. 

4. Dirección de la convexidad y puntos de inflexión de la gráfica 
de una función. Supongamos que una función y = f (x) tiene en 
cada punto del intervalo (a, b) una derivada finita. Entonces en 
cada punto M (x, / (x)), x € (a, b) la gráfica de la función y = f (x) 
tiene una tangente que no es paralela al eje Oy. 

definición. Se dice que la gráfica de una función tiene en un inter¬ 
valo (a. b) la convexidad orientada hacia abajo (hacia arriba), si 
dentro de los límites del intervalo (a, b) la gráfica está situada debajo 
(encima) de toda tangente. 

Teorema 5. Si en un intervalo (a, b) existe la derivada segunda de 
la función y = f (x) y si esta derivada no es negativa (no es positiva) 
en todos los puntos de este intervalo, entonces la gráfica de la función 
y = f ( x ) tiene en el intervalo (a, b) la convexidad orientada hacia 
abafo (hacia arriba). 

definición. El punto M (c, f (c)) de la gráfica de la función y = 
= f (x) se llama punto de inflexión de esta gráfica, si en este punto la 
gráfica de la función tiene una tangente, y existe tal entorno del punto c, 
dentro de cuyos limites a la izquierda y a la derecha del punto c las di¬ 
recciones de la convexidad de la gráfica de la función y = / (x) son 
diferentes. Se dice también que en el punto M (c, f (c)) la gráfica de 
la función tiene un punió de inflexión. 

Teorema 6 ( condiciOn necesaria para la existencia de un punto 
de inflexión). Si la gráfica de una función y = f (x) tiene un punto 
de inflexión en el punto M (c, f (c)) y la derivada segunda f" (x) es 
continua en el punto c, entonces f" (c) = 0. 
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Teorema 7 (condición suficiente para la existencia de un punto 
de inflexión). Si en cierto entorno de un punto c existe la derivada 
segunda de la función y = f (x), además f (e) = 0, y dentro de los 
limites de este entorno a la izquierda y a la derecha del punto c los 
signos de /' (x) son diferentes, entonces la gráfica de la función llene 
un punto de inflexión en el punto Al (c, / (c)). 

5. Esquema para construir la gráfica de la función y = 1 (*)• 

I o . Se hallan el campo de definición de la función y los valores 
«le ésta en los puntos de discontinuidad y en los de frontera del cam¬ 
po de definición. 

Si en el punto c la función tiene discontinuidad, además f (c •+ 0) 
o / (c — 0) tiende al infinito, quiere decir que x = c es la asíntota 
vertical de la gráfica de la función y = f ( x). 

Cuando una función está definida en una semirrecta o en toda 
la recta numérica, es necesario determinar (con ayuda del teorema 1), 
si la gráfica de la función tiene o no asíntotas oblicuas. Cuando éstas 
no existen hace falta investigar, si la función está acotada para 
x —*• oo o no acolada (en el último caso, si éste es infinitamente grande 
para i-*-» y qué signo tiene). 

2°. Se establece si la función es par, impar, periódica. 

Este punto sirve para reducir los cálculos. En efecto, si la 
función es par o impar, quiere decir que en vez de todo el campo de 
definición es suficiente examinar sólo aquella parte suya que per¬ 
tenece al semieje positivo de abscisas. En esta parte del campo de 
definición hay que realizar el estudio completo de la función y cons¬ 
truir su gráfica y luego, utilizando la simetría, terminar su cons¬ 
trucción en todo el campo de definición. 

Si la función es periódica, será suficiente investigar la función 
en cualquier segmento, cuya longitud es igual al período de la fun¬ 
ción, y luego, después de construir la gráfica en este segmento, pro¬ 
pagarla a todo el campo de definición de la función. 

3 o . Se hallan los ceros de la función, es decir, se soluciona la 
ecuación / ( x) = 0. Estas soluciones y los puntos de discontinuidad 
de la función dividen su campo de definición en intervalos con signos 
constantes de la función. 

4°. Se hallan los extremos locales y los intervalos de crecimiento 
y de decrecimiento de la función (en la gráfica los puntos extremos 
los designaremos con un «círculito*: O). 

5°. Se determinan los intervalos en que se conserva la dirección 
de convexidad y los puntos de inflexión de la gráfica de la función 
(en la gráfica los puntos de inflexión se notan con una «cruz»; xo-f). 

II. Preguntas y tareas de control 

1. Dése la definición y adúzcase un ejemplo de una asíntota vertical 
para la gráfica de una función. 

2. Enuncíese la definición y adúzcase un ejemplo de una asíntota 
oblicua para la gráfica de una función cuando x +°o (cuando 
X -*• —oo). 
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3. Enuncíese el teorema que expresa las condiciones necesarias 
y suficientes de existencia de la asíntota oblicua para la gráfica 
de una función. 

4. Adúzcanse ejemplos de una función, en la cual existen asíntotas 

oblicuas de la gráfica para x -► -t-oo y para x —oo, además 

estas asíntotas: a) coinciden; b) no coinciden. 

5. Dése la definición del extremo local de una función. 

6. ¿Qué son los puntos de extremo posible de una función? 

7. Enuncíese el teorema que expresa la condición necesaria de 
existencia del extremo: a) de una función arbitraria; b) de una 
función derivable. Demuéstrese en un ejemplo que esta condición 
no es suficiente. 

8. Enuncíense los teoremas que expresan las condiciones suficientes 
para la existencia del extremo de la función. 

9. Dése la definición de la dirección de convexidad de la gráfica 
de una función. 

10. Dése la definición del punto de inflexión de la gráfica de una 
función. 

11. ¿Puede cambiar la dirección de convexidad de la gráfica de una 
función al pasar a través de un punto que no sea el punto de 
inflexión? Adúzcanse ejemplos. 

12. Enúnciese la condición necesaria para la existencia del punto 
de inflexión de la gráfica de una función. Demuéstrese en un 
ejemplo que esta condición no es suficiente. 

13. Enúnciese la condición suficiente para la existencia del punto 
de inflexión de la gráfica de una función. 

14. Adúzcase el esquema para construir la gráfica de la función y — 
=/(*)■ 

III. Ejemplos de resolución de problemas 

1. Construir la gráfica de la función y — arcsen ■ 

A I o . La función está definida en aquellos valores de x para 
los cuales, como se deduce de la definición del arco seno, resulta 
I 2í I 

cumplida la desigualdad | 1 ^ 1 . Esta es equivalente a la 

desigualdad (1—|z|) 2 ^0. La última e3 cierta para todos a; reales. 
Así, pues, D(/) = R. La función -j-jpp es continua en cualquier 
punto (como el cociente de dos funciones continuas). Por eso la 
función arcsen también es continua en todo punto (como la 
superposición do funciones continuas) y, por consiguiente, la grá¬ 
fica de la función no tiene asíntotas verticales. Para encontrar la 
asíntota oblicua cuando x-*- + oo, calculemos los límites siguientes: 

lím -íiiL— Jim — arcsen —y =0, 

*- + » * JC- + 0O 1 

lím A:(i)] = lím arcsen , .■ = arcsen0 = 0. 

*-►+00 *-*+oo l-rx“ 
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De aquí se deduce que la recta y = O es una asíntota cuando x -*■ 
-*-+ <» (mds correcto será llamarla horizontal, y no oblicua). De 
manera análoga, se puede establecer que esta misma recta y = 0 
es asíntota cuando x -*■ —oo. 

2°. Es evidente que la función no es periódica pero es impar. Por 
eso en voz de todo el campo de definición es suficiente estudiar la 
semirrecta (0, +oo). 

3°. Tenemos y = 0 cuando x = 0. La función no tiene otros 
ceros ni tampoco puntos de discontinuidad. En la semirrecta (0, -f oo) 
la función es positiva. 

4 o . Hallemos los puntos del extremo posible en la semirrecta 
(0, -f- oo). Calculemos la derivada de la función cuando z# 1: 


y' 


/‘-íS 


2(l + x»)-4x* 


l+* a 2(1-*») _ 2 sgn (1 —x a ) 

íl—**r (!+**)* H-*‘ 


De aquí se desprende que la derivada no se anula en ninguno de 
los puntos. Puesto que y’ (1 + 0) = —1, y' (1 —0) = 1, quiere 
decir que en el punto x =» 1 la derivada no existe. Él signo de la 
derivada, al pasar a través del punto x = 1, cambia del más al me¬ 
nos. Por eso en el punto x = 1 la función tiene un máximo local, 
además y (1) = aresen 1 =.n/2. Señalemos que en el punto x = 1 
la función es continua y su derivada tiene una discontinuidad de 
I especie. En este caso el punto correspondiente de la gráfica [en 
el ejemplo dado es el punto (1, n/2)l se llama punto anguloso. Los 
intervalos de monotonía de la función se determinan por el signo 
de la derivada: y' > 0 cuando 0 ^ x < 1, y' < 0 cuando x > 1. 

5 o . Puesto que la derivada segunda 


V 


—4*sgn ( 1 —x») 

(Í+^F 


*¥=1. 


se anula sólo cuando x = 0 y al pasar a través del punto i = 0 
y" cambia de signo, resulta que en el punto (0, y (0)) = (0, 0) la 
gráfica de la función tiene un punto de inflexión. La dirección de la 
convexidad se determina por el signo de la derivada segunda: y" < 0 
cuando 0 ^ x < 1, y" > 0 cuando x > 1. 

El estudio de la función se ha terminado. Antes de construir la 
gráfica es cómodo representar en un esquema los resultados de la 
investigación, en particular, los intervalos con signo constante de la 
función, de la derivada primera y' y de la derivada segunda y": 


Inflexión t 
y "3 " m¿x 

y ¥ i- 

— 


10-0151 
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Ahora, leyendo la información dada en el esquema, podemos cons¬ 
truir la gráfica de la función en el intervalo [0, -+•<»). En el seg¬ 
mento [0, 11: a) la función crece desde el valor y — 0 cuando x = 0, 
hasta el valor y = n/2 cuando x = 1; b) la convexidad está orientada 
hacia arriba. Luego en la semirrecta II, + 00 ): a) la función decrece, 
permaneciendo positiva; b) la convexidad está dirigida hacia abajo; 
c) cuando x +oo, la gráfica se aproxima a la asíntota que es el 
eje Ox. Cabe advertir que al pasar a través del punto x = 1, cambia 
la dirección de la convexidad de la gráfica, pero el punto (1, n/2) 
no es un punto de inflexión, sino un punto anguloso (fig. 6). 




Por último, utilizando la imparidad de la función, terminamos la 
construcción de la gráfica en todo el campo de su definición (fig. 7). ▲ 

Observación. Si la curva está dada mediante la ecuación 
®(i,j) = 0y además esta última se logra resolver respecto a y 
o bien x, la construcción de la curva se reduce a la construcción de 
las gráficas de funciones explícitas. 

2. Construir la curva dada mediante la ecuación y * — sen * x = 0. 

A Esta ecuación Vx g R tiene dos soluciones respecto a y: y = 
= -sen*x e y — —sen* x, que son funciones explícitas determinadas 
en toda la recta numérica. Las gráficas de estas funciones son simé¬ 
tricas respecto al eje Ox. Por eso es suficiente construir la gráfica de 
la primera función y luego, valiéndose de la simetría, trazar toda la 
curva. As!, pues, el problema se reduce a la construcción de la gráfica 
de la función explícita y = sen* x, que la escribiremos en la forma 
siguiente « 

1-|-cos2x. 

Esta función la examinaremos ateniéndonos al esquema expuesto 
más arriba. 

I o . Tenemos D (y) = R. 

2°. La función y (x) es periódica con el período T — n. Por eso, 
para construir la gráfica de la función, es suficiente estudiar un seg¬ 
mento del eje Ox de longitud n, por ejemplo [—n/2, n/2j. Ya que 



y (x) además es par, podemos limitarnos al segmento [0, n/21. 
3 o . Hallemos los ceros de la función en el segmento [0, n/21; 

tenemos y — y eos 2x = 0 cuando x = kn, k 6 Z, pero de todas 
estas resoluciones al segmento |0, n/2] pertenece sólo x = 0. La 
función no tiene puntos de discontinuidad. En el intervalo (0, n/2) 
la función es positiva. 

4 o . Encontremos y' = sen 2x. En el segmento (0, n/21 la deri¬ 
vada es igual a cero cuando j = Oyi=¡ n/2. Acto seguido y' > 0 


V 



1 1 

■‘“ 7 ^ 


0,5 

~y\ \ 


c 

’ i i 

Fig. 8. 
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V 
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Fig. 9. 


cuando 0 < x < n/2, y' < 0 cuando x < 0 y x > n/2. Según el 
teorema 3 la función tiene un máximo local en el punto n/2, además 
y (n/2) = 1, y un mínimo local en el punto x = 0, con la parti¬ 
cularidad de que y (0) = 0. Todo el segmento (0, n/21 es un inter¬ 
valo de crecimiento de la función. 



5°. Tenemos y’ = 2 eos 2x. En el segmento 10, n/2] la derivada 
segunda se reduce a cero cuando x = n/4. Al pasar a través de este 
punto y" cambia de signo. Por consiguiente, según el teorema 7, 
la gráfica de la función tiene en el punto (n/4, y (n/4)) = (n/4, 1/2) 
un punto de inflexión. De esta manera ahora podemos trazar el 
esquema siguiente: 


JÜL 


o 


*/2 


0 n/4 n/2 


10 * 
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Leyendo la información en el esquema, construimos la gráfica de la 
función en el segmento [0, Jt/2] (fig. 8 ). Haciendo uso de la paridad 
de la función, terminamos la construcción de su gráfica en el seg¬ 
mento 1— ni 2, n/21 (fig- 9). 



Tomando en consideración la periodicidad de la función, traza¬ 
mos su gráfica en todo el campo de definición (fig. 10). 

Por último, teniendo en cuenta la simetría de la curva inicial 
respecto al eje Ox, obtenemos toda la curva (fig. 11). ▲ 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

Construyanse las gráficas de las funciones explícitas: 

I. y = l+x*-0,5x«. 2. y = (x+i)(x-2f. 

3. y = 0,4x—0.5X 5 + 0,lx®. 4. ¡/= (1 —x*)-‘. 

5. y = x *(1 + *)-». 6. j, = (l+r)‘(l-i)-‘. 

7. y = í 2 (x-l)(x + l)- i . 8. y = x( 1-**)"*. 

9. 1-2»—l+fr+ljr*. 10. i/=S- 

II. y =3 árceos ■ 12. y = arcsen (sen x). 

13. y = sen (arcsen x ). 14. y = arctg(tgx). 

15. y»=arctg(l/x). 16. y = (x+2)e ,/x . 

17. y = 0,5(V** + x+ 1 —Y x *—x + i). 

18. y**fiF+T-Vz t -t. 19. y = (x + 2)V»-(x-2p’. 

20. y = (* + l)V*+(*_l)W. 

Constrúyanse las curvas dadas mediante las ecuaciones: 

21. ^ = 8**-**. 22. y* = (x-l)(x-2)(x-3). 

23. y»=(x-l)(x+l)-'. 24. y*=x*(l-x)(2+x)-*. 

25. y* = x«(*+ 1). 26. x*(y-2)*+2xy-y l = 0. 
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§ 2. Estudio de las curvas planas dadas 
en forma paramétrica 


I. Esquema de investigación de la curva 

Las ecuaciones paramétricas de una curva plana tienen la forma 

x = * (<). y = y (<). T. (1) 

El estudio y la construcción de semejante curva puede realizarse 
recurriendo al siguiente esquema. 

I o . Se halla el conjunto T, o sea, la parte común de los campos 
de definición de las funciones x (<), y It ) (si el conjunto T no esté da¬ 
do), señalando, en particular, aquellos valores del parámetro l, 
(incluyendo l¡ ~ ±oo), para los cuales por lo menos uno de los 
limites laterales lím x (<). Hm y (t) es igual a +oo 

o — oo. 

2°. Se determina si la curva posee simetría, lo que permitirá 
reducir los cálculos. 

3 o . Se hallan los valores nulos de las funciones x (í), y (í) y los 
intervalos donde estas funciones poseen signos constantes. 

4 o . So hallan los puntos en los cuales por lo menos una de las 
derivadas x (i), y (t) es nula o discontinua. Cabe señalar que los 
puntos íj, mencionados en el p. 1°, y los puntos 1 * encontrados en 
este párrafo, dividen el conjunto T en intervalos de constancia de 
signo de las derivadas x (t), y (t). Por eso en cada semejante inter¬ 
valo (l p , í p+1 ) la función x (í) es estrictamente monótona y, por 
consiguiente, el sistema de ecuaciones (1) en el intervalo (t p , t p +¡) 
da en forma paramétrica la función del tipo y =■ f(x) (véase el § 1, 
cap. IV). Las derivadas de esta función se expresan con las fórmulas 

íül 

kt) 

La parte de la curva, correspondiente al cambio del parámetro l 
desde t,, hasta í p+ „ la llamaremos rama de la curva. Cada una de 
las ramas de la curva es la gráfica de una función del tipo y *» / (x). 

5°. Se hallan los puntos t¡, en los cuales /' = 0. 

B°. Se escribe una tabla de la siguiente forma: 


(*p* *p+l) 




(*p, *p.l) 


... 


(l/p. Uptl) 




Signo de /' 


... 
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Aquí en la primera línea se escriben los intervalos de variación 
del parámetro t, como puntos de frontera de los cuales t p y f p +, 
sirven los puntos hallados en los pp. I o , 4 o y 5 o . En las líneas segun¬ 
da y tercera de la tabla se aducen los intervalos correspondientes de 
cambio de las variables x e y. En la última línea de la tabla se indica 
el signo de /' que determina la dirección de la convexidad de la 
gráfica de la correspondiente rama de la curva. 

7°. Utilizando la tabla, se trazan las ramas de la curva que co¬ 
rresponden a los intervalos (í p , í p+1 ). 

observación i. En el p. I o del esquema se pueden hallar las 
asíntotas de la curva (si éstas existen). Para esto es necesario tener 
en cuenta lo siguiente: 

a) si para t -+ í p (f t p + 0 ó l -*■ l p — 0) x x 0 e y oo, 
entonces x = x 0 es la asíntota verticsl de la curva; 


b) si para t -*■ t p (t f p +0 ó / -► t p — 0) x oo e y y», 
quiere decir que y = y 0 es la asíntota horizontal de la curva; 

c) si para t -f t p (f l p + 0 ó t í p — 0) x -*• oo e y -+ oo, 
resulta que puede existir una asíntota oblicua, cuya búsqueda ha de 
efectuarse en correspondencia con el teorema 1. 

observación 2 . Al estudiar la simetría de la curva (p. 2 o del 
esquema) hace falta tomar en consideración cuatro casos, cuando en 
vez de todo el campo de definición T es suficiente examinar sólo 
su parte no negativa: 

a) Vi £ T: x (i) = x (—í), y (í) = —y (~t) (simetría respecto 
al eje Ox); 

b) Vi 6 T: x (i) = — x (—i), y (i) = y (—i) (simetría respecto 
al eje Oy); 

c) Vi 6 T: x (i) = —x (—i), y (i) = —y (—i) (simetría respecto 
al origen de coordenadas); 

d) Vi 6 T: x(t) = x (—i), y (i) = y (—i) (superposición). 

observación 3. Si í p es el punto encontrado en el p. 4 o del esquema 

y si en el intervalo (< p _„ < p+1 ) x (i) conserva el signo, esto significa 
que en este intervalo el sistema de ecuaciones (1) prefija en forma 
paramétrica una función de tipo y = / (z). para la cual el punto 
x (tp) es un punto del extremo posible. La determinación de si x (í p ) 
es el punto de extremo de la función y = / ( x ), puede llevarse a cabo 
examinando la variación de y en los intervalos (t P -i, t p ) y (t p , t p +¡). 

observación *. En el curso de estudio de la curva puede ocurrir 
que se descubra uno de los puntos singulares característicos de la 
curva dada en forma paramétrica, a saber: un punto de retroceso 
(véase el ejemplo 2 en el p. III). 


II. Preguntas y tareas de control 

1. ¿Cómo se calculan las derivadas de una función dada en forma 
paramétrica? 

2. Una curva viene dada en forma paramétrica: x = sen 5 t, y = 
= eos 5 t. ¿Qué intervalo es suficiente estudiar, para que, al variar 
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el parámetro t en este intervalo, el punto (x (t), y ( t)) se halle en 
cada punto de la curva sólo una vez? 

3. ¿Cómo hallar las asíntotas de una curva dada en forma para- 
métrica? 

4. ¿Cómo estudiar y emplear la simetría de una curva dada para¬ 
métricamente? 

5. Enuncíese la condición necesaria del extremo local de una función 
dada en forma paramétrica. 

6. ' Adúzcase el esquema de estudio y de construcción de una curva 

dada paramétricamente. 


III. Ejemplos de resolución de problemas 
1. Construir la curva dada en forma paramétrica: 

*~nhr. f. 

A I o . Tenemos 


t (1— 2t % ) 
1 —(• 


<€(-oo, -1)U( —1, 1)U(1. + oo), 
l€(0, V°°)U(-oo, +oo)U(-oo, 0), 

!/€( — oo, — oo)U(+oo, — oo)U(-f-oo, +00). 

De aquí se deduce que x = 0 es la asíntota vertical de la curva, 
en tanto que cuando t -*-—1 y í-*-l pueden existir asíntotas 
oblicuas. En efecto, lím —= lím (1 — 2l í ) = — 1; lím (y + x) = 

x-xa> 1 !-l ±0 x~±«> 

= lím 11 = 2. 
i~}±o 

De manera análoga se encuentran los límites, para t -►— 1: 
lira ■—= — 1; lím (y + x) = —2. 

1 I-± 0 » 

Así, pues, la curva tiene dos asíntotas: y -= —x -j- 2 e y = —x — 2. 

2 o . Puesto que x (<) = —x (—<), y ( t) = —y (—i), la curva 
tiene simetría respecto al punto O (0, 0). Por eso es suficiente exami¬ 
nar en lo ulterior el conjunto M = 10, 1) U (1, + 00 ). 

3 Q . En el conjunto M x (<) = 0, cuando t = 0; y (t) = 0, cuando 
t = 0, í =. 1/J/2. 

4 °- * (0 ° (i->*»)» ■ y(*)= 1 ■ En el conjunto Mx(t)> 

>0,e y(t) =0cuando t,=0,5V^5 — 17 w 0,47 y í, = 0,5l^5-)-j/17 s; 

±, n 

Z.O y 2í‘-5i«4-l x- d» —ii (l — i*)* (3-+-r*) 

5-/ T ' = “I = —(H -**) 3 -• De 

aquí /"<;0 cuando tg[0, 1): /"> 0 cuando <6(1, 4 - 00 ). 
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6°. Escribimos la tabla: 


(*Pi *p+l) 

(0; 0,47) ' 

(0,47; 1) 

(*; i.si) 

(1,51; -foo) 

(*J>. x ¡Hl) 

(0; 0,8) 

(0,6; +oo) 


(-0,7; 0) 

(Vp. Vp.¡) 

(0: 0.3) 

(0,3: -oo) 

(+»o; 2,3) 

(2,8; +oo) 

Signo /’ 

+ 

+ 

- 

- 


7 o . Construimos la parte de la curva que corresponde al conjunto 
M (fig. 12). Luego, utilizando la simetría de la curva, trazamos toda 
la curva (fig. 13). ▲ 



2. Construir una curva dada en forma paramétrica: 

z = 2t — t*, y = 3í — í*. (2) 

A I o . Tenemos 

* 6 ( — OO, + oo), 
x £ ( — oo, —oo), 

l/€(+". —oo). 

De esta manera,cuandox-*~oo (l-*-±oo) pueden existir asínto¬ 
tas oblicuas. Sin embargo, lím — = lím = oo, es decir, no 

X— -oo x í-*±v> " 1 

existen asíntotas. 

2 o . La curva no posee las propiedades de simetría y de periodi¬ 
cidad. 

3°. Tenemos x = 0 siendo t = 0 y / = 2; y=0 siendo í = 0, 
t^—Y3 y Í = V3. 
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4°. Hallamos i(<) = 2(1 — <) = 0 cuando t= 1, y (t) = 3 (1 —t 2 ) = 
= 0 para í= —1 y 1 = 1 . 

5 o . Puesto puo /* = ■ resulta que /*>0 siendo <<1, 

f <0 cuando í> 1 . 

6 o . Hacemos la tabla: 


(<p, tp+l) 

(-co, -1) 

(-1. 1> 

(1, +») 

(«p, *p*l) 

(-», -3) 

(-3. 1) 

(1, -00) 

(ffp. íp*l) 

N 

1 

8 

+ 

(-2, 2) 

(2, -oo) 

Signo de /' 

+ 

+ 

— 


7 o . Construimos la curva (fig. 14). 

Es de advertir que si t lo consideramos como el tiempo, y asimis¬ 
mo la curva dada mediante el sistema de ecuaciones ( 2 ), como la 
trayectoria de movimiento de un 
punto en el plano (x, y), entonces 
{x, y} será el vector velocidad con 
que se mueve este punto. Cuando 
t = 1 en el ejemplo dado x ( 1 ) = 

= y (e) = 0 , es decir, la velocidad 
es nula, con la particularidad de 

que al pasar por t = 1 ,x(t) e y (t) 
cambian de signo. Esto significa 
que cuando t -*■ 1 — 0 el punto, 
que se mueve por la trayectoria, 
se aproxima al punto IV (1, 2) 

(fig. 14), en el momento / = 1 se detiene en el punto W y después 

se mueve en dirección contraria. Ya que lira 7 ^ = lím 7 ^-, 

*(«) <- 1+0 x(t) 

las ramas de la trayectoria, que corresponden aí^ly t ^ 1 , tienen 
para t — 1 , es decir, en el punto W ( 1 , 2 ), una misma tangente 
lateral. El punto W (1, 2) se llama punto de retroceso (este nombre, 
evidentemente, corresponde a la interpretación física que acabamos 
de examinar). ▲ 

OBSERVACION i. Para la curva representada por la ecuación del 
tipo 

F (*. y) = 0, (3) 

a veces se logra obtener las ecuaciones paramétricas. De ordinario 
esto se hace así. Pongamos y = a (f) z", donde a (í) y n son una 
función y un número elegidos de manera adecuada. Sustituyendo la 



















expresión para y en la ecuación (3), obtenemos F (z, a (í) z") = 0. 
Sen z = (p (t) la solución de esta ecuación. Entonces 

*“<P(í). V = *{t) <t n (t) (*) 

son las ecuaciones paramétricas de la curva. En la práctica la elec¬ 
ción de la función a (0 queda determinada por el tipo de la función 
F ( x , y). 

Examinemos la curva dada mediante la ecuación 

x* + y* = 2xy. (4) 

A esta ecuación pueden satisfacer las coordenadas x, y sólo de aquellos 
puntos que se hallen en los cuadrantes I y III o en los ejes de coorde¬ 
nadas, es decir, ha de cumplirse la desigualdad xy > 0. Para pasar 
a las ecuaciones paramétricas de la curva hagamos y = x V tg t. 
Sustituyendo esta expresión en la ecuación (4), obtenemos 

z*(í+tg*o=2z*i/tr<. 

de donde x = 0 y x = Y 4 tg t eos t. La primera solución x = 0 
viene contenida en la segunda cuando t = 0. De esta manera las 
ecuaciones paramétricas de la curva tienen la forma de 

i=y^4tgicosf, p= r' r 4(tgt) 3 cost. 

Sin embargo, el parámetro í puede introducirse también de otra 
manera, por ejemplo, haciendo y = xt. Entonces llegamos a las 
siguientes ecuaciones paramétricas de la curva: 

*= -y 7^7- V“ ~Y TTi* • 

La ulterior investigación de la curva llévela a cabo por su propia 
cuenta para ambos casos de introducción del parámetro t. 

Observación 2 . La curva dada en coordenadas polares puede in¬ 
vestigarse, utilizando el esquema expuesto en este párrafo. En 
efecto, sea una curva dada en el sistema polar de coordenadas (q>, p) 
mediante la ecuación p = / (tp). Entonces, expresando las coorde¬ 
nadas cartesianas a través de las polares: 

fx = pcos<p, 
lp = psen<p, 

obtenemos las ecuaciones pararaétricas de la curva (tp es el pará¬ 
metro): 

x = / (q>) eos <p, y = / (q>) sen <p. 



IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo Independiente 


Construyanse las curvas dadas mediante las ecuaciones: 
27. * = 4-(t+l)*, -£-'<*-*>*• 


28. 

30. 

31. 
33. 


t' 

i-i* 


l+í‘ 


29. 


x = — 5í* + 21 s , y 

«=TFT 

/ — t* (* — t* 

Xc= T + F’ V-T+F 


— 3i 2 + 2t s . 


t» 

t—i 




32. i: 


« + 2) a 

«+1 


( 1 - 2 )' 

l-i 


Pasando a las ecuaciones paramétricas, construyanse las curvas 
dadas mediante las ecuaciones siguientes: 

34. x 3 + y* =* 3 axy, donde a > 0 (folio de Descartes). 

35. ( x — af ( x 1 + y 2 ) = b 3 x 3 , donde a > 0, b > 0 (concoide 
de Nicomedes). Examínense los casos: a) a > b, j>) a = b\ c) a < b¡ 
determínese en cada uno de éstos, cuál es el carácter del punto sin¬ 
gular de la curva O ( 0 , 0 ). 

36. x 3 ' 3 -f y 3 ' 3 = a 3 ' 3 , donde a > 0 (astroide). 

37. x e + 2x 9 y = y 3 . • Hágase y = xH. 

38. 4y 1 = 4z*y + z 9 . • Hágase y = z 2 í. 

39. x* + 2J / 3 = 4z 3 y. 40. x 9 — 2z 3 y — y 3 = 0. 

41. x 2 y 3 + y = 1. • Hágase y = tix. 

42. a : 9 + y* = 3x 2 . 43. y 6 + x 4 = xy 3 . 

44. x* — y 4 4- xy = 0. 45. x 6 + y 6 = xy 3 . 

Constrúyanse las curvas dadas en eí sistema polar de coordenadas 
mediante las ecuaciones: 

46. p = 5/<p(0 < ip 47. p : = 2a 3 eos 2 <p. 

48. p — a eos <p + b. 49. p = a sen 3<p (a > 0). 50. p = 

= 2lY eos 3<p. 


Capítulo VIII 
Integral definida 

§ 1. Integrabilidad de la función (según Riemann) 
e integral definida 

I. Conceptos y teoremas fundamentales 

1. Sumas integrales y la Integral definida. Sea una función / (z) 
definida en un segmento la, bl (donde a < 6 ). Designemos la división 
arbitraria del segmento {a, 6 ] por los puntos a = z„ < x l < . . . < 
< z„ = t en ti segmentos elementales [x,_„ x ( l (¡ = 1, 2, 3, . . ., n) 


155 



con el símbolo T [a, 6 ] o simplemente T. Hagamos = x¡ — x,_¡. 
Elijamos en cada segmento x,l un punto arbitrario g, y anote¬ 
mos la suma: 


n 



/(E,)Ax, 


/(*«. E,)- 


El número / (x,, g,) se llama suma integral de la función / (x), que 
corresponde a la división dada T la, 61 y a la elección dada de los 
puntos arbitrarios g, en los segmentos (x¡_„ x,|. Introduzcamos la 
designación A = móx Ax,. 

!<<<n 

DEFINICION. El número 1 se llama límite de las sumas intégrale» 
I (x,, g,) cuando A -*■ 0, si V a > 0 36 > 0 tai que para toda división 
T la, ó], en la cual A < ó, se cumple la desigualdad 1 1 (x,. \¡) — 1 \ < 
< e para cualquier elección de los puntos intermedios g, en (x,_„ x,|. 

DEFINICION. Una ¡unción / (x) se llama integrable (según Riemann) 
en el segmento [a, 61, si existe Jim / (x ( , g,) = /. 

a-o 

Además, el número 1 se llama integral definida de la función 
/ (x) en el segmento [o, 61 y se designa así: 

s 

/= ¡¡ f(x) dx. 

a 

2. Sumas de Darboux. Sea /(x) definida y acotada en (a, 6]. 
Para una división arbitraria T [a, 6) introduzcamos las designa¬ 
ciones m, = inf f (x), M, — sup / (x) y anotemos las sumas; 

X |1 *il 

n n 

s— S m. Ax¡, S = Y M¡Ex,. 
i=i i=i 


Los números s y S se llaman sumas inferior y superior (sumas de 
Darboux) que corresponden a la división dada T [a, 6 ). 

Es evidente que para la división fijada T la, 6 ] y toda elección 
de los puntos intermedios en esta división s < / (x„ g,) ^ S. 
Aduzcamos las propiedades de las sumas de Darboux. 

I a . Para toda división fijada 


«= {/(*!. El}. S 

por todoe los 
conjuntos de 
los puntos £j 


SUp 

por todos los 
conjunto» de 
los puntos l¡ 




2*. Si la división T, se ha Obtenido de la división T¡, agregando 
unos cuantos puntos nuevos (es decir, se ha obtenido mediante la 
subdivisión de T,), entonces la suma inferior s, de T, no es menor 
que la suma inferior s, de T lt en tanto que la suma superior S, de 
T, no es mayor que la suma superior S, de T¡: s¡ < s¡, S a <: S¡. 

3 a . La suma inferior de una división arbitraria no supera la 
suma superior de otra división cualquiera. 



4*. Sean {*} y {5} los conjuntos de las sumas inferiores y supe¬ 
riores de todo género posible para las divisiones cualesquiera la, bl. 
Los números 

7= inf {5}, /= sup {*} 

por todo» Im — por toda» las 

divisiones divisiones 

se llaman integrales superior e inferior de Darboux, respectivamente. 
La integral inferior de Darboux no puede exceder de la superior; 

1 ^ 7 . 

5*. LEMA DE DARBOUX. 

lím 5=7, lim í = /. 

4-0 4-0 — 

3. Condiciones necesarias y suficientes de la Intcgrabllldad. 
Teorema i. Para que una función f ( x) acotada en un segmento 

la, b] sea integrable en este segmento, es necesario y suficiente, que 

1_= r 

Teorema 2. Para que una función acotada en un segmento [a, 6] 
sea integrable en este segmento, es necesario y suficiente que Ve > 0 
se halle tal división T la, bl (¡ aunque sólo sea una I), para la cual 

S — s < e. (1) 

Recordemos que el número ü> ( = M¡ — m¡ se llama oscilación 
de la función en el segmento lx|_,, x¡l. 

La condición (1) puede escribirse en la siguiente forma 

n 

5—S=2 0) ( AX/<8. 

4. Algunas clases de las funciones integrables. 

Teorema 3. Una función f ( x) continua en un segmento la, bl es 
integrable en este segmento. 

corolario. Cualquier función elemental es integrable en todo segmen¬ 
to que se halla por completo en el campo de definición de aquélla (puesto 
que ella es continua en este segmento). 

Teorema 4. Sea f (x) acotada en el segmento la, bl. Si Ve>0 
existe un número finito de intervalos que cubren todos los puntos de 
discontinuidad de f (x) y tienen la suma de longitudes menor que e, 
entonces f (x) es integrable en el segmento (a, b). 

corolario. Una función continua a trozos (o sea, que tiene en el 
segmento la, bl un número finito de puntos de discontinuidad de / 
especie ) es integrable en este segmento. 

observación. Si se cumplen las condiciones del teorema 4, resulta 
s 

<]uc el valor de la integral ^ f (x) di no depende do los valores de 

a 

f ( x ) en los puntos de discontinuidad. Por eso con frecuencia se 
plantea y se resuelve el problema para calcular la integral de una 
función, que no está definida ya sea en un número finito de puntos 
del segmento [a, bl, o bien en un conjunto de puntos, el cual puede 
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cubrirse con un número finito de intervalos de longitud tan pequeSa 
como se quiera. En este caso se considera que la función / ( x) está 
definida en estos puntos de manera arbitraria, pero sigue permane¬ 
ciendo, por supuesto, acotada en e) segmento la, 61 y, por consi¬ 
guiente, es integrable. 

Por ejemplo, hablando estrictamente, la integral 

j^d* ( 2 , 

o 

no existe, puesto que en el punto x = 0 la función — no está 

i 

definida. Sin embargo, la integral jj f(x)dx, donde f(x) = 

í SC ; — cuando x^O, , r , ... . . . 

= é 1 (C es un numero arbitrario), existe y no 

cuando x = 0 

depende de la elección de C. Por eso se considera que la integral 

i 

(2) también existe y es igual a J /(x)dx. 

Teorema 5. Una función f (x) monótona en un segmento \a, 6 ) 
es integrable en este segmento. 

II. Preguntas y tareas de control 

1. ¿Qué significa división del segmento [a, ój? 

2. ¿Qué es suma integral de la función / (x) en el segmento la, 61? 

3. Dése la definición del límite de las sumas integrales al sub- 
dividir las divisiones (A-*-0) del segmento la, 6 ). 

4. ¿Qué es una integral definida? 

5. ¿Qué función se llama integrable? 

ti. Demuéstrese que una función no acotada no es integrable. 

7. ¿Será integrable la función / (x) = 1/x en el segmento (1, 2], 
o bien en el segmento I— 1 , 11 ? 

8 . ¿Será integrable la función / (x) = tg x ctg x en el segmento 
ln/ 6 , n/41, o en el segmento l—1, 11? 

9. ¿Será integrable la función / (x) = e -,/ * en los segmentos 
1-3, -21, 1-1, 01 y I—1, II? 

10. ¿Acaso es integrable toda función acotada? Arguméntese la 
respuesta, citando ejemplos. 

11. ¿A qué se llaman sumas inferior y superior (sumas de Darboux)? 

12. Enumérense las propiedades de las sumas de Darboux. 

13. Enuncíense las condiciones necesarias y suficientes de la inte- 
grabilidad (dos variantes). 

14. Cite las clases de las funciones integrables que conoce. Aduzca 
ejemplos de funciones de estas clases. 
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15. Idéese un ejemplo de una función monótona en el segmento 
la, 61, que tenga una cantidad infinitamente grande de puntos 
de discontinuidad. ¡Será integrable semejante función en la, 51? 


III. Ejemplos de resolución de problemas 

1. Una función constante / (x) = C es integrable en |a, bl, 
puesto que las sumas integrales tienen un mismo valor para todas 
divisiones posibles y para cualquier elección de los puntos 

/<*„ 6,)-S /(WAli-CS A*, = C(b_a). 

i—1 i«l 

b 

De aquí ( Cda;«=Hm / (x lt %,) = C (b—a). 

J A-0 

a 

2. Demostrar que la función de Dirichlet 


Í O, si x es irracional; 

1 , si x es racional. 

no es integrable en un segmento la, ¿ij cualquiera. 

A En efecto, en cualquier segmento tan pequeño como se quiera 
[x,_„ x,\ se encontrarán tanto un punto racional, como un irracional. 
Si en todos los segmentos se eligen los racionales |i, resulta que 
I (x¡, \¡) = b — a; pero si se eligen todos los |¡ irracionales, entonces 
I (x¡, h) — 0. Alternando estas elecciones para A -*-0, obtenemos 
que el límite / no existe. Esto significa que la función de Dirichlet 
no es integrable. A 

3. Comprobar que para la función / (x) = 1 + x en el segmento 
I— 1 , 41 está cumplida la condición ( 1 ) del teorema 2 , y calcular 

I = J (1 + x) dx como limite de las sumas integrales. 

A Según el teorema 2 para un e > 0 arbitrario hay que elegir 
tal división del segmento 1 —t, 4J, para la cual 5 — s< e. 

Dividamos el segmento ( — 1, 4) en n partes iguales. En cada 
sogmento |x,. t , x,l = [— 1 -J-- 1 ÍLAü, la función con¬ 

tinua 1 + x alcanza la cota inferior exacta en el extremo izquierdo 
del segmento y la superior exacta, en el derecho. Por eso 

._S-,4.,-2,(-i + ifcSt)4. 

<-i i-l 




t-i 


i-i 




•-i 
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De aquí 


S—s: 


25 


(2*-2(<-i>)' 


n» n ’ 


fe! 


si n > 25/e, es decir, para tal número n de puntos de división del 
segmento 1—1, 4) está cumplida la desigualdad (1). Esto significa 

que según el teorema 2 la integral I = ^ (1 + x) di existe. 

- 1 

Para calcularla como límite de las sumas integrales, se puede 
examinar cualquier sucesión de las sumas integrales, en la cual 
A -► 0, puesto que de la existencia de la integral se infiero que el 
limito de cualquier sucesión de las sumas integrales al subdividir 
la división existe y es igual a /. 

Tomemos, por ejemplo, la sucesión de las sumas integrales que 
corresponde a las divisiones del segmento 1—1, 41 en n partes iguales 
(i = 1, 2, . . .) y a la elección como puntos £ ( de los extremos dere¬ 
chos de los segmentos elementales. En este caso para la función 
creciente / (x) = 1 + x la suma integral es igual a la suma superior 
n 25 

5 = 2 —¡r i, de donde se obtiene 

fe! 


¡= [ (1 t x) dx = lím 2 |r 
- -“fe. 


i = lím 25M£fl) 



Así, pues, (1 + x) di = 25/2. ▲ 

4. Demostrar que la función de Riemann 

tO, si x es irracional; 
ll/n, si x = mln, 


donde m y n (n > 1) son enteros primos entre sí, es integrable en 
cualquier segmento la, 61. 

A De nuevo recurramos al teorema 2. Prefijemos un e > 0 arbi¬ 
trario. Entonces la función <p (x) satisface las desigualdades 


e 

2 ( 6 -a) 


< 9(*)<1 


sólo en cierto número finito A r de puntos. 

Esto se desprende de las siguientes consideraciones. Todos los 
puntos racionales del segmento la, 61, es decir, los puntos del tipo 
mln pueden numerarse en el siguiente orden: primero los puntos del 
tipo m/1, luego m/2, después m/3, etc. Los valores correspondientes 
de la función cp (x) en estos puntos son iguales a 1/1, 1/2, 1/3, . . ., 
es decir, disminuyen al pasar a cada grupo siguiente de puntos, 
además la cantidad de puntos de cada tipo es finita. De esta manera 
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entre el número de los N puntos indicados figurarán tales, para los 
cuales 

T> 7 ( 5 = 3 )-• de donde n< ?±=±. 

Está claro que hay un.número finito de semejantes puntos (suponga¬ 
mos que es igual a N). 

Cubramos estos N puntos con un sistema finito de segmentos 
disjuntos dos a dos, con la suma total de longitudes inferior a e/ 2 . 
Designemos las longitudes de estos segmontos con Ax\. Se ha obtenido 
cierta división de la, 6 ], En los segmontos con longitudes Ax\ las 
oscilaciones do la función 9 (z) no sobrepasan a 1 , puesto que 
Vigía, 6 ] 0^<p(i)^l. Existe también cierta cantidad finita 
de otros segmentos (designemos sus longitudes con Azi). Las oscila¬ 
ciones toj de la función 9 (x) en estos segmentos no sobrepasan a 

2 (¿—a) • P° r eso P ara 1® división obtenida son válidas las esti¬ 
maciones 

5—s = 2 o)(Ai, = 2 «SA*í4- 2 o>(Az¡< 

< 1-■ 2 A Tí + 2 < í.~f+ (b-a) s. 

Así, pues, según el e > 0 prefijado se ha encontrado la división del 
segmento la, b] para la cual S — s < e; por consiguiente, atenién¬ 
dose al teorema 2 la función de Riemann 9 ( 1 ) es integrable en cual¬ 
quier segmento de la, 61. A 

a 

5. Calcular f , 

J eos» x (t -j-tg* *) 
o 

A Esta integral pertenece al tipo de las integrales que fueron 
examinadas en la observación al teorema 4, puesto que : 

1 _ jl para 0 <x<n/ 2 , n/ 2 <x<n, 

X ~ eos» * (t + tg» 1 ) ( no está definida para x = n/2. 

Al definir adicionalmente esta función en el punto ji/ 2, por ejemplo, 
en lo referente a la continuidad, es decir, haciendo / (n/ 2 ) = 1 , 
obtenemos / ( 1 ) □ I Vi f (0, ni, y, por consiguiente, la integral 
buscada es igual a n. ▲ 


IV. Problemas y ejercicios para el trabajo independiente 

1. Para las funciones dadas en los segmentos indicados hállense 
las sumas de Darboux superior S e inferior s, al dividir los segmen¬ 
tos en n partes iguales: a) f (x) = x z , 2 < x < 3; b) / ( x) «= 2 1 , 
0 < x sj 10. 


11-0151 
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2. Calcúlense las integrales definidas como límites de las sumas 
integrales: 

a) J x l dx (resulta cómodo dividir el segmento 1 — 1, 2] en 

-i 

partes iguales); 

b) ^ ~ (lo conveniente es elegir ||33^z,.x l+| ); 
s 

c) ^ x m dx (conviene elogir los puntos de división x, de tal 
2 

manera que formen una progresión geométrica). 

3. Demuéstrese que función / (x) = -^—[yj paxax^O, / (0) = 
= 0 es integrable en el segmento [0, 1]. 

4. Demuéstrese que la función f(x)—sgn (sen-y} es inte¬ 
grable en el segmento (0, 1]. 

§ 2. Propiedades de la integral definida 
I. Conceptos y teoremas fundamentales 
i. Propiedades de la Integral definida. 

a 

I a . Según la definición, *(/(x)dx=0. 

a 

b a 

2*. Según la definición, ^ /(x)dx = — ^ /(x)dx. 

3*. linealidad de la integral. Sí /(i)yf (x) son integrables en 
la, ó], en tanto que ay|l, cualesquiera números reales, entonces la 
función a/ (x) + flg (x) también será integrable en fa, 61, además 
{, 6 6 

j (“/ (*) <*) dx = a $ /(x) dx + p J g (x) dx. 

a o a 

4*. Si / (x) es integrable en [a, 61, tendremos que la función 
| / (x) l también será integrable en la, 6 ), con la particularidad de 
que 

a a 

| J/(x)dx|<J |/(x)|dx («<&). 

o a 

5*. Si / (x) y g (x) son integrables en [a, 61, resulta que la fun¬ 
ción / (x) g (x) también será integrable en la, 61. 
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6 a . Si f ( x) es integrable en la, ¿>1, entonces es integrable tam¬ 
bién en cualquier segmento le, di c [a, 6). 

7*. aditividad de la inteoral. Si f (x) es integrable en [a, el y 
le, 61, será integrable también en la, 61, además 

C b b 

J/(x)dx+$/(x)dx=$/(x)dx. 
a e a 

En este caso el punto e puede estar situado arbitrariamente respecto 
de a y 6. 

En las propiedades 8" — 10“ que se exponen a continuación 
supondremos que a < 6. 

8 °. Si /(r) es integrable en [a, ój y /(x)>0, tendremos que 

b 

^/(x)dx>0. 

O 

9“. Si ¡(x) y g(x) son integrables en [a, 6) y /(z)>g(x)VxG 

b b • 

£[a, 6], entonces ^ /(x)dx>^ g(x) dx. 

10°. Si /(x) es continua en (a, 6), /(x);>0, /(x) 0 en (a, 6), 

& 

resulta que 3£>0 tal que J /(x)dx^AT. 

a 

2. Fórmulas del valor medio. 

Teorema 6. Sean f (x) y g (x) integrables en [a, 6]; g(x)¡>0 
(g(x)<0) Vx 6 [a, 6|, M = sup /(x), m= inf /(x). Entonces existe 

[O. M [O. “J 

un número p £ 1 m, A/J tal que 

b b 

$/(*)g(x)dx = p J £(*)<**• (1) 

a a 

corolario i. Si en la fórmula (1) adoptamos g (x) = 1, tendremos 

b 

J /(x)dx = p(6—a), donde pÉ[m, M ]. (2) 

a 

b 

El númoro fx ^ J /(*)dz s® llama valor medio de la fun - 

o 

ción f(x) en el segmento |a, 6). 

corolario 2 . Si se cumplen las condiciones del teorema 6 y la fun¬ 
ción f (x) es continua, quiere decir que 3g £ (a, 61 tal que 

t> b 

J/(x)g(x)dx=/(S) Jg(x)dx. (3) 

o a 


II* 
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corolarios. SI I (z) es continua en [a, 6], resulta que 356 

6 [a, 6] tal que 

b 

J/(x)dx = /(&)(6-a). (4) 

a 

II. Preguntas y tareas de control 

1. Enumérense las propiedades de la integral definida. 

2. ¿De la integrabilidad de la suma se podrá deducir que los suman¬ 
dos son integrables? Arguméntese la respuesta, dando ejemplos. 

3. Examínense los problemas análogos para la diferencia, el pro¬ 
ducto y el cociente de dos funciones. 

4. ¿Será integrable la suma de dos funciones, si uno de los suman¬ 
dos es integrable y el otro no lo es? 

5. Examínense los problemas análogos para la diferencia, el pro¬ 
ducto y el cociente de dos funciones. 

6 . ¿Seré integrable la suma de dos funciones no integrables? Argu¬ 
méntese la respuesta, exponiendo ejemplos. 

7. Examínense los problemas análogos para la diferencia, el pro¬ 
ducto y el cociente de dos funciones no integrables. 

8 . Se conoce que | f (x) | es una función integrable. ¿Qué se puede 
decir acerca de la integrabilidad de f (x)? Adúzcanse ejemplos. 

9. Sea / (z) integrable en la, el y no integrable en le, 6], ¿Qué se 
puede decir acerca de su integrabilidad en la, 61? 

b 

10. Se conoce que J /(z)dz^0. ¿Se deduce de aquí que f-(x)~^ 
>0 Vx£(a, 6]? Adúzcanse ejemplos. 

* f 

11. Se conoce que ^/(x)dx> J g(x)dx. ¿Se infiere de aquí que 

a « 

Hx)>g(*)V x €l a ' 61? Expónganse ejemplos. 

12. Adúzcanse unas cuantas variantes de la fórmula del valor medio. 
¿Para qué condiciones son válidas? 


III. Ejemplos de resolución de problemas 


1. Demostrar que la suma, el producto y el cociente de dos fun¬ 
ciones no integrables pueden ser Integrables. 

A'pea / (x) = 2 + D (x), g (x) = 2 + D (x), donde 



si z es un número irracional; 
si x es un número racional 


(es decir, D (x) es la función de Dirichlet). 

Recordemos que la función O (x) no es integrable (véase el ejemplo 
2 del § 1). La función / (z) = 2 + D (x) tampoco será integrable. 



En efecto, ai se admite que / (x) es integrable, resulta que la diferen¬ 
cia de dos funciones integrables f (x) — 2 = D (x) en corresponden¬ 
cia a la 3 a propiedad ha de ser integrable, pero esto contradice a 
que D (x) no es integrable. Puesto que g (x) = f (x), tendremos que 
g (x) no es integrable. Examinemos la función 

i r 1/2, si x es un número irraccional; 
g (x) 1/3, si x es un número racional. 


Esta función tampoco es integrable. La demostración es análoga a la 
expuesta al demostrar la no integrabilidad de la función de Diri- 
cblet. 

Anotemos la suma, el producto y el cociente de las funciones no 
integrables: 

F x (x) = / (x) + <-g (x)) ^ 0, F , (x) = / (x) h (x) - 1, 

F, (x) = / (z)/g (x) = 1. 


Las funciones F¡, F t , F„ siendo constantes, son integrables en cual¬ 
quier segmento \a , 61. De esta manera, de la integrabilidad do la 
suma o del producto no se infiere la integrabilidad de los sumandos 
o factores. A 

2. Demostrar que el producto de una función integrable / ( x) 
por una función no integrable g (x) puede ser: a) una función inte¬ 
grable; b) una función no integrable. 

A a) Examinemos, por ejemplo, la función integrable / (x) es 0 
y la función no integrable de Dirichlet D (x) en la, 61. Puesto que 
/ (x) D (x) se 0, quiere decir que / (x) D (x) es una función inte¬ 
grable en la, 61. 

b) Sea / (x) S 3 2, g (x) = D (x) en la, 61. Entonces / (x) g (x) = 
=* 2 D (x) es una función no integrable en la, 61. ▲ 

3. Hallar el valor medio de una función en un segmento pre¬ 
fijado: a) / (x) = cosx en 10, 3 ji/ 2); b) / (x) = sgn x en I—1, 2). 

A Hallemos los valores medios p, utilizando la fórmula (2): 

o 

— Señalemos que la función cosx 

toma en el segmento (0, 3n/2] el valor de p=—2/(3n), a sabor, 
cos£“>—2/(3n), en el punto 5 = arccos (—^)6[0, ^r] • 
z 


3n/2 

a) p = -g^- \ eos x dx =, 


b) p = -j- ^ sgnxdx = -i-. En el caso dado la función discon¬ 
tinua sgn x no toma en el segmento (— 1, 3] el valor de 
p= 1/3. A 
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IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


5. Demuéstrese que la suma de una función integrable y de una 
función no integrable es una función no integrable. 

6 . ¿Son integrables en el segmento 10, 1] las funciones: 

a) fi (*) = *; b) g, (i) = 1/x; _c) /, (x) + g, (x); 

d) /, (x) g, (x); e) /, (x) = Vx- f) /, (x) g, (*)? 

7. Sea 


11 cuando — 2^x^0, 

( z )' = |¿j( I ) cuan( j 0 0<x^2, 


donde D (x) es la función de Dirichlet. ¿Será integrable la función 
/ (x) en los segmentos [—2, 21, 1—2, —11, 1—1, 1], [1, 21? 

s 

8 . Supongamos que existe ^ | / (x) | dx. ¿Se deduce de aquí la 

integrabilidad de la función / (x) en el segmento lo, i>l? Examínese 
el ejemplo siguiente: 



1 , si x es un número racional; 
— 1, si x es un número irracional. 


9. Sean / (x) = sen x, g (x) = 0,5 sen x y supongamos que: 

a) 0 x ¡sj :i; b) 0 ^ x ^ 3n/2. ¿En cuál de estos casos quedan 
cumplidas las condiciones de la 9" propiedad? 

10. Hállese el valor medio de la función en los segmentos indica¬ 
dos: 

a) / (x) = sen x en [ 0 , ni, [ 0 , 2 nl, (q> 0 , q>« + 2 nl, [<p 0 , q>, + «I; 

b) / (x) = sgn x en 1—2, —11, 1-2, 11, [—1, 31, 1-2, 2],1 1, 21. 

¿El valor medio de una función en cada segmento será uno de 

los valores de esta función en el segmento dado? Expliqúese por 
qué en unos casos la respuesta es positiva y en otros, negativa. 

11. Hállese el valor medio de la función en los siguientes segmen¬ 
tos: 

a) / (x) = Vx en ( 0 , 11 , 10 . 10 ], 10 . 1001 ; 

b) / (x) = 10 + 2 sen x + 3 eos x en [— n, ni; 

c) / (*) = sen sen (x -|- <p) en | 0 , 2 nl. 

12. Hállese el valor medio de la velocidad de un cuerpo, que 
cae libremente de una altura h, cuya velocidad inicial era igual a u 0 . 

13. La intensidad de la corriente alterna varía según la ley 

i = i e sen (^-+f) . 

donde i 0 es la amplitud; f, el tiempo; T, el período; «p, la fase inicial. 
Hállese el valor medio del cuadrado de la intensidad de la corriente;, 

a) en el intervalo de tiempo 10 , rl; 

b) en el intervalo [ 0 , 7/21 (período de la función i® (t)); 

c) en un intervalo arbitrario 10 , Í „1 y el límite de este valor medio 
para t 0 -*■ oo. 


166 



§3. Fórmula de Newton-Leibnlz 
I. Conceptos y teoremas fundamentales 

i. Primitiva de las funciones continuas y continuas a trozos. Sea 

una función / (x) integrable en un segmento [a, 61. La función 

X 

F(x)=\f(t)dt (a<x<6) 
a 

se llama integral con límite superior variable. 

Teorema 7. Una junción j ( x) continua en el segmento la, 61 tiene 
primitiva en este último. Una de las primitivas es la junción 

X 

f(x)~ jj/(i)dt. (1) 


observación. La integral con límite superior variable está defini¬ 
da para toda función / (x) integrable en la, 61. Sin embargo, para que 
una función F (x) del tipo (1) resulte primitiva respecto de / (x), 
tiene importancia sustancial que la función / (x) sea continua. 

Aduzcamos un ejemplo para mostrar que una función integrable 
puede no tener primitiva. Sea 

r 1 para x>0 

f(x) — sgn x— < 0 para x = 0. *€(— 1, 1J. 

I — 1 para x < 0: 


Esta función es integrable en el segmento l—1, 1], puesto que es 
continua a trozos, pero como ya hemos indicado en el cap. V, no 
tiene primitiva. En efecto, cualquier función del tipo 


— x+C, para x<0 
x + C, para x>0, 


donde C u C t son números arbitrarios, tiene derivada igual a sgn x, 
para todos x =^= 0. Pero incluso «la más buena» de estas funciones, 
que es continua, F (x) = | x | -f- C (si C¡ = C s = C), no tiene 
derivada, cuando x = 0. Por eso la función sgn x (y, en general, 
toda función continua a trozos) no tiene primitiva en cada intervalo 
que contenga un punto de discontinuidad. 

Demos ahora la definición amplia de la primitiva que sea útil 
también para las funciones continuas a trozos. 

definición. Una junción P (x) se llama primitiva de la junción 
j (x) en el segmento la, 61, si: I o ) F(x) es continua en [a, 61: 2 o ) F' (x) = 
= / (x) en los puntos de continuidad de / (x). 

Observación. Una función / (x) continua en la, 61 es el caso 
particular de la continua a trozos («el trozo de su continuidad* coin¬ 
cide con todo el segmento la, 61). Por eso para la función continua 
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la definición ampliada de la primitiva coincide con la anterior, 
puesto que F' (x) = / ( x) Vx € la, ó! y la continuidad de F ( x ) se 
infiere de su diferenciabilidad. 

Aduzcamos un ejemplo de una función que tiene primitiva en 
el sentido «nuevo» y que no la tiene en el «viejo*. La función f (x) = 
= sgn x en [—1, 1] en el sentido «viejo* no tenía primitiva. En el 
sentido «nuevo» como su primitiva interviene la función F (x) = 
= | x |, puesto que es continua en 1—1, 11 y F' (x) = / (x) para 
x 0 , es decir, en todos los puntos, a excepción del punto de discon¬ 
tinuidad x = 0 . 

La importancia de la definición ampliada de la primitiva queda 
clara del resultado siguiente, que conserva el teorema 7 para las 
funciones continuas a trozos, asociándolo a la definición «nueva» de 
primitiva. 

Teorema 8 . Una función / (x) continua a trozos en el segmento 
[a, 61 tiene primitiva en este segmento en el sentido de la definición 

n 

ampliada. Una de las primitivas es la función F (x) = jj / (0 di. 

a 

2. Fórmula de Newton— Lelbniz 

Teorema 9. Para las funciones continuas a trozos es válida la fórmula 
de Newton — Leibniz (regla de Barrow): 

b 

j / (x) dx = F(b)—F (a). 


donde F (x) es la primitiva de la función f (x) en [a, 6) en el sentido 
de la definición ampliada. 

2 2 

Por ejemplo, sgnxdx=|x| ^ = 2 —1 = 1. 


-i 


3. Método de sustitución de la variable. 

Teorema 10. Supongamos que: 

I o ) / (x) está definida y es continua en la, 61 ; 

2 °) x — g (!) está definida y es continua funto con la derivada en 
la, p] donde g (a) = a, g (P) = 6 y a < g (t) < 6. 

Entonces [ f (x) dx= ^ f (g (<)) S' (*) di. 

a a 


4. Método de Integración por partes 

Teorema 11. Si f (x) y g (x) tienen derivadas continuas en |a, b], 
tendremos que 

b b b 

í / (s) g‘ (x) dx = / (x) g (x) | - j¡ /' (x) g (x) dx. 

a a a 
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II. Preguntas y tareas de control 

1. ¿Qué se llama integral con límite superior variable? ¿Para qué 
funciones integrando dicha integral sirve de primitiva? 

2 . Dése la definición ampliada de una primitiva que sea útil para 
las funciones continuas a trozos. 

3. ¿Para qué condiciones es válida la fórmula de Newton — Leibniz? 

4. Se conoce que la función / (x) tiene primitiva en la, b|. ¿Será 
integrable / (x) en la, ó]? Examínese el ejemplo: / (x) = F‘ (x), 
donde 

f x 1 sen (1/z) para 

F (*> — (o para z=»0; z€| —1, 1J. 

5. Enumérense las condiciones, al cumplir las cuales, son válidas: 
a) la fórmula de sustitución de la variable; b) la fórmula de 
integración por partes. 

6 . ¿Con ayuda de qué sustituciones se calculan las integrales que 
contienen: a) las irracionalidades lineales fraccionarias; b) las 
irracionalidades cuadráticas? 

7. ¿Para calcular qué tipos de integrales son cómodas las sustitucio¬ 
nes trigonométricas? Adúzcanse ejemplos. 

8 . ¿Para calcular qué tipos de integrales resulta cómodo el método 
de integración por partes? Expónganse ejemplos. 

III. Ejemplos de resolución de problemas 

X 

j coa (t*) di 

1. Hallar lím-5---. 

' X**0 X 

A El límite dado es una expresión indeterminada del tipo 

X 

0/0. La integral con límite superior variable ^ eos (f 2 ) dt es la pri- 

x t 

mitiva de la función continua cosz 1 . es decir, eos (í 1 ) df) = 

o 

= cos(z 2 ). Por eso, empleando la regla de L’Hospital, obtenemos 

X 

C eos (i*) di 

Hm o-limi22<£l>=l. 

x-0 x x -0 1 

Señalemos que la primitiva para eos (a?) do es una función elo- 

X 

mental, es decir, ^ cos(f*)df no se expresa a través de las fun- 
o 
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ciones elementales. Sin embargo, esto no impidió que pudiésemos 
calcular el limite incógnito. A 

2. Hallar la primitiva de la función continua a trozos 



1 para 
0 para 




i€R- 


A Una de las primitivas es la integral con límite superior varia¬ 
ble, además como límite inferior de integración puede tomarse 
cualquier número, por ejemplo. * = —2. /Sí, pues, 

0 para z^-1, 

x+i para — 1 <x<¡ 1, (fig. 15). A 
2 para x>l 



3. Calcular I -- 


S eos x d* 
V 1 —sen' 


A i procedimiento. La función integrando de / (x) no está defi¬ 
nida en el punto x = n/2. Dividamos el segmento 10, ni en dos: 

10, n/2) y [n/2, ni. Poniendo en 


-Z 


-1 


F(x) 


1/í 


el primer segmento / (n/2) = 1, 
obtenemos la integral de la fun¬ 
ción continua / = 1: 


SW 2 n /2 

/,= | 1 dz = x | = 


n/2. 


Fig. 15. 


En el segundo segmento haga¬ 
mos / (n/2) = —1 y de nuevo 
obtenemos la integral de la función continua /s —1:, 


(—l)dx= —x 
n /2 ¡ 


= -n/2. 


Definitivamente tenemos /, 4- / s = 0. 

ii procedimiento. Utilicemos la definición ampliada de la pri¬ 
mitiva. La función F (z), que satisface esta definición, tiene la 
forma de 



x para 0^x<Jn/2, 
n—x para n/2^z^n. 


En efecto, F (z) es continua en 10, ni y F' (z) = / (z) Vz £ (0, ni. 
x n/2, es decir, F' (z) = / (z) en los puntos de discontinuidad de 
/ (z). (Recordemos que z = n/2 es el punto de discontinuidad de 
1 (*))• 

Según la fórmula de Newton — Leibniz, que es válida para las 
funciones continuas a trozos, y la definición ampliada de la primi- 



tiva, obtenemos 


n « 

$/(x)dx=P(z) J 


= n— *|x=n — *|x =0 = 0. ▲ 


Los dos ejemplos siguientes muestran que la utilización formal 
de la fórmula do Newton — Leibniz (es decir, el empleo de esta 
fórmula sin tomar en consideración las condiciones de su aplicación) 
puedo conducir a un resultado incorrecto. 

4. Examinemos la integral j . Adoptando como primitiva 

de la función integrando / (x) = i/(2V1r) la función F (x) = Y* y 
empleando formalmente la fórmula de Newton-Leibniz, obtenemos 

i 171-^ i- 1 ' 

Sin embargo, este resultado es incorrecto, ya que la función / (x) = 
= 1/(2 Y~x) no está acotada en (0, 11 y, por consiguiente, la inte- 

f 

dar 


2 V ■ 


— no existe. 


graí $ 
o 

5. Examinemos la integral. 

/= ( atci 4) áx - 

A primera vista puede parecer que la función arctg (1/x) es 
primitiva de la función integrando -p- (arctg —) y entonces, se¬ 
gún la fórmula de Newton—Leibniz, obtenemos 


i .1 n I n \ n 

/ = arctg — =T - 1“T) = T- 


No obstante, este resultado es incorrecto, puesto que la función 
arctg(1/x) no es primitiva para (arctg-j) en ol se 8 monto 
[—1, 11. En realidad, en la fig. 16, a viene representada la gráfica 
de la función arctg (1/x). Con toda evidencia se ve que esta función 
tiene en el punto x = 0 una discontinuidad de I especie, mientras 
que la primitiva según la propia definición ha de ser continua en 
todos los puntos. 

Para calcular la integral /, advirtamos que la función integrando 

_ M_J—HT 3 - para x^O, 

dar 


(arctg 4 -)=| 


1 + x» 

no está definida para x= 


0 . 
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Al determinar adicionalmente la continuidad de esta función en 
el punto x = 0, obtenemos la función continua 

/<*)---^r. 1J- 

Como primitiva para / (x) sirve F (i) = —arctg x, por eso según la 
fórmula de Newton — Leibniz tenemos 

/=— arctgxj -T+(“T)‘-T- 

Señalemos que la primitiva para / (x) se puede construir también con 



a) &) 

Fig. 18. 


ayuda de la función arctg (1 /x), a saber: 

arctg (1/x) para —t^x<0, 

<D(x) = —y x = 0, 

arcrg(l/x)—n para 0<x^l. 

La gráfica de <I> (x) está representada en la fig. 16, b. Según la fórmu¬ 
la de Newton — Leibniz de nuevo obtenemos 

/-♦W j--í—(- t)--t* 

0. Empleando la sustitución adecuada de la variable, calcular 

a 

/= j *»/**=?dx. 

A Hagamos x = a sen t, 0^1^ n/2. Esta sustitución de la 
variable satisface todas las condiciones del teorema 4. Puesto que 



El ejemplo siguiente muestra que el empleo formal de la fórmula 
de sustitución de la variable (sin tomar en consideración las con¬ 
diciones do su aplicación) puede dar un resultado incorrecto. 

7. Si on la integral / «= j T+x? = ■y s° bace de manora formal 
la sustitución de variable x= 1/t y se escribe 



entonces se obtiene, evidentemente, un resultado incorrecto. 

El error consiste en que al cambio de x en el segmento í—1, II 
corresponde la variación de í = i/x no en el segmento I— 1 , 11 , como 
lo requiere la igualdad 121 , sino que en la reunión de las semirrectas 
(——U y 11, +oo). De esta manera la sustitución indicada de la 
variable no satisface los requisitos del teorema 4. 

2 a 

8. Calcular /«= f - rT7 ^-. 

J 1+0,5 cosí 

A La función integrando f (i) 63 continlJa en el se 8 ‘ 

mentó [O, 2 ji] y, por consiguiente, tiene una primitiva .Para encon¬ 
trar la primitiva de la función f (x), como sustitución adecuada do la 
variable os t = tg (x/2) (véase el cap. V). Sin embargo, para la 
integral definida I semejante sustitución no satisface las condiciones 
del teorema 4, puesto que al cambio de x en el segmento [O, 2nl no 
corresponde la variación de t en cierto segmento: t = tg (x/2,) +oo 
(—°°) para x -*■ n — O (n +0). Por eso aprovechemos el cambio 
indicado de variable para encontrar la primitiva de la función inte¬ 
grando. Examinemos la integral indefinida J j+ó ,5 * Qs x ■ En 

cada uno de los intervalos 0 ^i<nyn < z ^ 2 rt para ésta es 
admisible el cambio de la variable t = tg (x/2). 

En el primer caso como función interviene z*=2arctgt(0^ 
<« + oo), en el segundo x = 2(«+ arctg t) (— oo«^0). En 
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cada caso eos z- 


y obtenemos 


. f _/ f di i 

J 1+0,5 COSÍ J 3+< s |l«.tg(l/2)" 

= ^- ar ctg (-^-tg-|.)+c. 


Para cualquier constante C la función 1>(x) es primitiva respecto 
do /(*) = p - en los intervalos (0, n) y (ji, 2n]. Puesto que 

l+-i- COSI 

ella tiene en el punto x = n una discontinuidad de I especie: 
<D(n + 0) —<J> (ji — 0)=—^ , entonces <D(i) no es la primitiva 

pora f(x)<= t ^.¿ |5eotx ® n todo el segmento [0, 2n]. Sin embargo, 
con ayuda de <!>(*) ahora ya es fácil construir la primitiva para 
f(x) en todo el segmento |0. 2«J. Hagamos 

y=-arctg (y| tg-f-) Para 0<*<Jt, 

F (*) = -pj para z= n, 

- í ^arctg(-p f tg-|-)+-^ P aran<z<2n. 

De esta manera en 10, n) hemos tomado C = 0, en el punto x = re 
hemos definido adicionalmente <I> (z) (para C = 0) en cuanto a la 
continuidad a la izquierda y en (ji, 2n) hemos tomado C = in¡Y 3. 
Hemos obtenido la función F ( x ), cuya derivada en todos los puntos 
del segmento 10, 2n), incluyendo también el punto x = ji, es igual 
a la función / (z) (para el punto z = n demuestre este hecho por su 
propia cuenta), es decir, F (z) es la primitiva para / (z) en [0, 2 ji 1. 
Según la fórmula de Newton — Leibniz 

f = F(*)| -f(2n)-JW)—▲ 


para 0^z<Jl, 


para z = 


observación. Se podría dividir la integral / en dos integrales: 

a 2n 

/= J /(z)dz+ ^ /(z)dz y aprovechar el hecho de que la primi¬ 
tiva para /(z) en (0, n] os la función 

í-^aretg (yj tg-|-) para 0<z<n, 


para z = n, 
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y en [«, 2 jiJ, la función 


F, (i) = 


“i^ arc ‘ g (“¡7§ tg f) P arfl *<*<2n, 


2n 

~Vf 


para x = n 


(/", (x) se obtiene a partir do <t> (x) para C =¡ 0 con ayuda de la defi¬ 
nición adicional de <D (x) en el punto x = n, ateniéndose a la con¬ 
tinuidad a la izquierda, y F t (x), a la derecha). En este caso, em¬ 
pleando la fórmula de Newton — Leibniz para cada una de las 
intograles, obtenemos 

Jt 2 n 

/-*»(*> | +M*) | =^«<«)-^i(0) + 

+f l( 2n)-r lW -^-0 + 0-(-^).^. 

e 

9. Calcular /= J | ln x | dx. 

A Dividiendo la integral / en la suma de integrales de los seg¬ 
mentos [1/e, 11 y ti, el (para «liberarse del módulo») y empleando 
en cada integral la fórmula de integración por partes, obtenemos 

le 11 

/= — f lnxdx+ ^ lnxdx= — xlnx | -f ^ dx + 
f/e 1 l/o 1/e 


+ x ln x j —| dx — —-f +(l—¿-) + e — (e—1) = 

' * 

n 

10. Calcular 1 = $ dx. 

o 

A Apliquemos la fórmula de integración por partes; 

I = - | x = - j * d ( MCt « ( C08 *» = 

n n 

«=» — x arctg (coa x) j + J arctg (eos x) dx = 

= —”( —j - )—o + / 1 =-^--t-/ ( , 
n 

donde /, = J arctg (eos x) dx. 
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Para hallar /„ advirtamos que la gráfica de la función / ( x) = 
= arctg (eos x) es centralmente simétrica respecto al punto (rc/2, 
/ (n/2)) = (n/2, 01. Por eso las integrales de esta función en los 
segmentos [0, n/21 y [n/2, ni son iguales en módulo y tienen signos 
contrarios, lo que signfica que en suma se anulan, es decir, /, = 0. 
Este hecho puede determinarse de la manera siguiente: dividamos 
I t en dos integrales correspondientes a los segmentos [0, n/2j y 
ln/2, ni, respectivamente, y en la segunda integral hagamos el cam¬ 
bio de la variable x = n — t. Obtendremos 

*12 n 

/,= \ arctg (eos x) di + \ arctg (cosí) dx•= 

o ¿n 

*12 o 

= \ arctg (cosí) di + \ arctg( — eos t) (— dí) = 
o n /2 

*¡i *12 

= J arctg (cosí) dr—J arctg (eos I) dt = 0. 

Así, pues, I¡ — 0, por eso / = n s /4. A 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo Independiente 

14. Hállense las derivadas: 

b b 

a) 5 36,1 d * ; b ) ^ 5 sen (i2) dz; 

o a 

x • x* 

c) £ J sen (í») di; d) ¿ J /I + Pdt; 

a 0 

O) ¿ j /í+^di; f) ¿5 y=f ; 

8)4-]7fer : h )é|yftr s 
¡) ■aHyfei' 1 k) ¿S v7?r : 

x* *■ 

i f ai 
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15. Calcúlense las integrales; 

*» s n—Id-. 

sn 1 O 

c > i <°< a<n >- 

-t 

16. Expliqúese por qué el empleo formal de la fórmula de New- 
ton — Leibniz conduce a resultados incorrectos y calcúlese, haciendo 
uso de la primitiva para la función continua a trozos o dividiendo 
en partes el intervalo de integración, las integrales siguientes: 


a) 5 7 M *x(2+TFx) ’ b) S^(T+Wr) dz - 

o -i 

2 , 

17. Calcúlese [ f (x) dx, donde /(x)=í 1 

¿ l 2-4 


17. Calcúlese \ /(x) dx, donde /(x)=í ** ^ 0s5 * s * 1 ’ 

¿ l 2—* para l<z<2, 

empleando dos procedimientos: a) utilizando la primitiva para 
/ (x), construida en todo el segmento [0, 2J; b) dividiendo el segmento 
10, 2) en dos segmentos [0, 11 y [1, 21. 

18. Aplicando la fórmula de integración por partes, calcúlense 
las integrales siguientes: 

in 2 2a 1 

a) i| xe'*dz; b) ^ z 1 eos x dx; c) jj árceos xdz. 
oo o 

19. Empleando una sustitución adecuada de la variable, calcú¬ 
lense las integrales siguientes: 

fl) b) Í (,+1)^ r*+i : 

cl'sVe-^ldz; d)¡-i^d*. 

s _ 

20. ¿Se podré calcular la integral ^ x ‘/i — z a dx con ayuda del 

o 

cambio de la variable x = sen 1? 

i _ 

21. ¿Se podrá al calcular la integral Yi—xtdx con ayuda 


del cambio de la variable x = sen t, tomar como nuevos límites de 
integración los siguientes números a) ji y n/2; b) 2n y 5n/2; c) n y 
5n/2? Calcúlese la integral para cada caso en que la mencionada sus¬ 
titución es admisible. 

22. Demuéstrese que para la función / ( x ) continua en [— l, l) es 
válida la igualdad: 


< 2-0151 
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* • 

n ) ^ /(z)dx = 2^ /(z) di, si / (x) es una función par; 


-i 

i 


b) jj / (x) dz = O, si /(x) es una función impar. 

Dése la ilustración geométrica de estos fenómenos. ¿Serán válidas 
estas igualdades, si / (z) es integrable en 1—i, íl, pero no es obliga¬ 
toriamente una función continua? 

23. Demuéstrese que una de las primitivas de una función par 
es función impar, en tanto que cada primitiva de una función impar 
es función par. 

24. Calcúlense las integrales: 

b ) 

c) ^ arcsen j/" dz; 


a) s 


a 

2a 


d > S: 


dx 


0 

1/2 


(2 + cosí) (3 + cosa) * 


e) ( sen x sen 2z sen 3z dz; e) ^ (z sen z) 2 dz. 

o o 

25. Recurriendo a la fórmula de Euler 

e* 1 = eosz-t- í sen x (t es la unidad imaginaria), muéstrese que 


S e<B 


'dx = 


0 para m^=n, 
2n para m = n 


v v « 

(empléese la igualdad ^ [/ (z) + ig (x)] dz = J / (z) dz -f í g (z) dz J . 

« o a 

26. Muéstrese que 


e Ma+i6)_ e o(a+10> 


S o 

e (o+ip)*dz = —-^ 


(empléese ¡a igualdad et a+, é )a: = e“-e , ^ c ). 

27. Aplicando las fórmulas de Euler 

eos z = \ (e<* + e- 11 ), sen z = ± (e<*- e"'*), 
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calcúlense las integrales 

nti * 

a) ^ sen 2 " 1 z eos 2 " x di; b) ^ di; 

n n 

c) ^ eos" i eos ni di; J sen" i sen ni di. 
o o 

§ 4. Cálculo de las longitudes 
de las curvas planas 

I. Conceptos fundamentales y fórmulas 

1. Longitud de una curva. Examinemos on un plano la curva 
dada en forma paramétrica: 

i = q> (í), V = V (0. a < < < p. (1) 

donde <p (t) y ij) (í) son funciones continuas en el segmento la, pi, 
además a diferentes valores de t 6 la, Pl corresponden distintos pun¬ 
tos (i, y) (es decir, no hay puntos múltiples). A semejante curva la 
llamaremos curva simple (plana) abierta. 

Si los puntos A (q> (a), \|> (a)) y B (ip (p), ip (p)) coinciden y los 
demás puntos no son múltiples, entonces la curva L se llama curva 
simple cerrada. 

Sea L una curva simple (cerrada o abierta) dada mediante las 
ecuaciones (1). Examinemos la división arbitraria del segmento 
[a, p] por los puntos a = t„ <z t, <z t¡ <...■< l„ = p. A ésta 
corresponde la división de la curva L por los puntos A = M 0 , M x , 
M it . . ., M n = B, donde M, = M (q> (í t ), i|> (í,)). Inscribamos en 
la curva L la quebrada AM¡M¡ . . . B. Designemos la longitud de la 
quebrada a través de l (M,) y hagamos Ai = máx (t¡ — l¡- t ). 

I<«n 

definición. El número l se llama límite de las longitudes de las 
quebradas l (M¡) cuando Ai 0, si Ve > 0 3 ó > 0 tal que, para 
cualquier división del segmento la, pl, en la cual A l < S, se cumple 
la desigualdad 0^.1 — l (M¡) < e. 

definición. Si existe el limite de las longitudes de las quebradas 
cuando A t-*- 0, entonces la curva L se llama rectificable y el número I, 
longitud de la curca L (o longitud del arco de la curva L). 

2. Longitud de una curva dada en forma paramétrlca. 

Teorema 12. Sea una curva simple L dada en forma paramétrica 

mediante las ecuaciones i = q> (i), y = xp (i), a sC I ^ p, además 
las funciones ip (i) y ip (t) tienen en el segmento la, p] derivadas conti¬ 
nuas. Entonces la curva L es rectificable, y su longitud se calcula con 
la fórmula 

1=5 W*«)+♦'*«) ét. (2) 

a 


12 * 


179 



La función 


t 

ÍW-S V *'*(«) +♦'•(Í) di (3) 

o 

se llama arco variable. 

3. Longitud de una curva en coordenadas cartesianas. Si una curva 
viene dada mediante la ecuación y = f (x), a ^ 6 , además la 
función / (i) tiene en el segmento ia, ól una derivada continua, ten¬ 
dremos que la longitud de la curva se calcula por la fórmula 

6 

1= $ VTTT^dx. (4) 

a 

4. Longitud de una curva en coordenadas polares. Si una curva vione 
dada con la ecuación p = p (q¡), cp, < q) < q>„ con la particularidad 
de que la función p (q>) tiene en el segmento |q> t , q> 2 l una derivada 
continua, la longitud de la curva se calculará por la fórmula 

l = ^ VV (<p) + p ' 1 (f)d<p. 

«i 

Si la curva viene expresada por medio de la ecuación 9 = <p (p), 
Pi ^ P ^ Pa, además la función 9 (p) tiene en el segmento [p,, p s 
una derivada continua, la longitud de la curva se calculará según 
la fórmula 

"a _ 

1=5 Vl + pv*<p)dp. 

11. Preguntas y tareas de control 

1. ¿Qué se llama curva simple abierta (cerrada)? 

2. Dése la definición del limite de las longitudes de las quebradas 
cuando Al-►O. 

3. ¿Qué se llama curva rectificable? 

4. ¿Qué es la longitud de una curva? 

5. ¿Qué fórmulas se emplean para calcular la longitud de una curva: 
a) dada on forma paramétrica; b) en coordenadas cartesianas; 
c) en coordenadas polares? 

6 . Adúzcanse ejemplos de curvas rectificables. 

7. ¿La recta es una curva rectificable? 

8 . ¿La circunferencia es una curva simple? 
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III. Ejemplos de resolución de problemas 

1. Hallar la longitud de la parábola y = x 2 , 0 ^ x ^ 2. 

A Según la fórmula (4) obtenemos 

t 

1= j yT+3Pd* = /l7 + -|-ln(4 + lA7). ▲ 
o 

2. Hallar la longitud de una «rama» de la cicloide x = 

= a (l — sen t), y — a (i — eos <), 0 ^ t ^ 2n. 

A Según la fórmula (2) encontramos 

2K 

t=«¡VTI — cosí) 3 + scn 2 ldf = 8a. A 
o 

3. Hallar el arco variable de la elipse: x = a eos t, y = b sen t, 
0^t^2n, a>b. 

A Según la fórmula (3) obtenemos 

i _ i _ 

l(t) = a J j/" 1 — ( ■ a, ~, b * ) sen 1 1 di = a jj V1 — e 2 sen 1 /di, 
o o 

donde e = Y aZ ~~b 2 /a es Ir excentricidad de la elipse. A 

De esta manera, el arco variable de la elipse se expresa mediante 
la integral que se llama integral elíptica de II especie: 

* 

í(í) = a ^ Vi— e J sen 2 ídf = a£(e, 1). 
o 

Esta integral no tiene primitiva elemental, pero se emplea con 
profusión en las matemáticas. Su nombre se explica precisamente 
por su ligazón con el problema examinado. 

Si 1 = n/2, la integral expresa 1/4 de longitud de la elipse. En 
este caso la integral elíptica E (e, n/2) se llama integral elíptica 
completa y se escribe E (e). 

IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

28. Hállense las longitudes de las curvas dadas mediante las 
ecuaciones: 

a) ¡, = **/* (0<x<4); b) *=-£—fin y (ls£y<e); 

c) y = In cosí (Obliga<n/2); d) y 2 = ■ ¿ ^_¡ (0<[s<5a/3); 

e) x*/* + y 2 /’ = a'i*\ f) x = eos* t, y = sen* t; 

g) x = a (i — sen t), y = a (1 — eos i) (0 < í < 8n); préstese 
atención a los límites de integración; 
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h) p = a<p (O ^ ip < 2n) (espiral de Arquímedes); 

i) p = a (1 + eos <p); k) p = a sen’ (<p/3); 1) q> = V^P (0 ^ 

< P < 5). 

29. Demuéstrese que la longitud de la elipse x — a eos t, y = 
= b sen t es igual a la longit ud de la sinusoide j = c sen (x/ó), 
0 < x < 2 n/b, c = y a* — 6*. Dése la ilustración geométrica de 
este resultado, ligando las longitudes de la elipse y de la sinusoide 
con la sección de cierto cilindro. 

§ 5. Cálculo de áreas de las figuras planas 
I. Conceptos fundamentales y fórmulas 

1. Área de una figura plana. Llamaremos figura plana a cualquier 
conjunto acotado de los puntos de un plano. 

Sea que en la figura dada viene inscrita una figura poligonal y 
alrededor de la primera, circunscrita otra figura poligonal, es decir, 
una figura formada por un número finito de triángulos. 

El conjunto de las áreas de todas las figuras poligonales inscritas 
está acotado superiormente (por el área de cualquier figura circuns- 



Fig. 17. 

crita), y el conjunto de las áreas de todas las figuras poligonales 
circunscritas está acotado inferiormente (por ejemplo, por el cero). 

definición. Una figuraplanase llama cuadrable, si la cota superior 
exacta P del conjunto de áreas de todas las figuras poligonales inscritas 
es igual a la cota inferior exacta P"del eonfunto de áreas de todas las 
figuras poligonales circunscritas. 

El número P = P_ = P se llama área de la figura plana (en 
sentido de Jordán). 

Teorema 13 (condición isupiciente de pioura cuadrabi.ki. Para 
que una figura plana sea cuadrable, es suficiente que su cota (frontera) 
sea una curva rectificable. 

2. Área de una figura plana en coordenadas cartesianas. Sea una 
figura plana en forma de un trapecio mixtilíneo limitado por unas cur¬ 
vas continuas y = /, (x), y = /„ (x), a <f.x < b [donde y¡ (x) <y¡. (x)l 
y dos tramos de rectas x = a, x = b (fig. 17, a). Los tramos de las 




rectas pueden degenerar en un punto (fig. 17, 6). Entonces el área 
de la figura se calcula según la fórmula 

b 

5= J !/,(*)-/. Wld*. (1) 

a 

3. Área de una figura plana en el caso en que su cota se da en forma 
paramétrica. Sea la cota de una figura plana G una curva cerrada 
simple dada en forma paramétrica mediante las ecuaciones x = 
= q> (0. y = ♦ (<)• o < t < T, además el punto (ip (í), (í)), cuando 





t varía desde 0 hasta T recorre la cota G de tal manera que la figura 
G quede a la izquierda del punto en movimiento. Entonces el área 
de la figura G puede calcularse por cualquiera de las fórmulas 
siguientes: 

r 

5=- J i|> (í) q,' (í) di. (2) 

O 

T 

S= ¡¡ «p(í)i*'(í)d<, (3) 

0 

r 

5 = 4- S [<p(0 *'(*)-9'W♦(*)]"■ ( 4 > 

o 

4. Área de una figura plana en coordenadas polares. Supongamos que 
una figura plana tiene la forma de un sector curvilíneo limitado 
por la curva continua p = p (<p), <Pi ^ 9 ^ <Pj> 0 < 9s — <p, < 2n 
y los tramos de rayos 9 =p <Pi y q> = <pj (fig- 18, a). Los tramos de 
rayos pueden degenerar en el punto O (fig. 18, b). Entonces el área 
de’ la figura se calcula con la fórmula 

5 = -j- j¡ P* (9) d<p. ( 5 ) 
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II. Preguntas y tareas de control 

1. ¿Qué es una figura plana? 

2. ¿Qué es una figura cuadrable? 

3. ¿Qué es el área de una figura plana? 

4. ¿Aplicando qué fórmulas se calcula el área de una figura: a) en 
coordenadas cartesianas; b) en el caso de que la cota viene dada 
en forma paramétrica; c) en coordenadas polares? 

5. Adúzcanse ejemplos de figuras cuadrables. 

6 . ¿El plano es una figura cuadrable? 

7. ¿La recta es una figura cuadrable? 


III. Ejemplos de resolución de problemas 

1. Hallar el área de una figura limitada por las curvas y = 
=* | x — 1|, y = 3 — | x |. 

A Las curvas dadas se intersecan en dos puntos (fig. 19). Resol¬ 
viendo la ecuación 3 — | x | = | x — i |, encontraremos las absci- 




S= $ (3— i*| — |x—1|) dx. 

-i 

Dividamos la integral en tres integrales en correspondencia con los 
segmentos 1—1, OI, {0, 11, II, 2J. Obtenemos 
o ■ 

S = J [(3 + x)-(l-x)]d* + J |(3-x)-(l-*)|dx + 

-i o 

2 

+ J{(3 —*) —(x—i)]dx=l + 2 + l=4. ▲ 

2. Hallar el área de una figura acotada por la astroide x ! ? 3 + 
+ y V* = a */> (fig. 20). 
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A Haciendo x = a eos 5 t, y = a sen 5 t, 0 ^ t < 2ji, llegamos 
a las ecuaciones paramétricas de la astroide (el parámetro t desem¬ 
peña el papel del ángulo polar del punto (x, y) en la astroide). Según 
la fórmula (4) obtenemos 


5=-^- ^ |a eos 5 /• 3a sen 5 í eos f +3a eos 1 /son*, a son 5 !) di = 
o 

2n 

= -|-a 5 son 5 i eos 5 i di =-|- na 5 . A 


Observación i. La fórmula simétrica (4) condujo aquí a una in¬ 
tegral más simple que aquella que se obtendría a consecuencia de 
emplear las fórmulas (2) ó (3). 

Observación 2 . Gs de señalar 
que la integral en el segmento 
| 0 , n /21 

i * /2 

jj sen 5 1 eos 5 1 di = — na 5 
o 

da el área de aquella parte de la 
figura que se halla en el I cua¬ 
drante (fig. 21 ), aunque en este ca¬ 
so toda la cota de la figura ya no se 
describe por las ecuaciones x = a eos 5 t, y — a sen 3 i, puesto que con¬ 
tiene los tramos de los ejes de coordenadas. ¿Por qué entonces se ha 
obtenido el resultado correcto? El hecho consista en que el segmento 
10, aj del eje Oy puede darse en forma paramétrica mediante las 
ecuaciones x = O, y — 2a (1 — t/n), n /2 ^ i n y el segmento 
10, a) del eje Ox, por medio de las ecuaciones x = 2a ( t/n — 1), y = 
= 0, n i ^ 3n/2. Empleando ahora la parametrización completa 
de la cota de la figura (el parámetro i varía desde 0 hasta 3n/2) y 
dividiendo la integral en el segmento [0, 3n/2] en tres integrales, 
correspondientes a los tramos de la cota, uno de los cuales es curvi¬ 
líneo y los otros dos son rectilíneos, obtenemos que las integrales en 
los segmentos de los ejes de coordenadas se anulan, ya que en cada 
uno de ellos una coordenada y su derivada según el parámetro son 
nulus. 

Por la misma causa la fórmula (2) sigue siendo válida para el 
trapecio mixtilíneo acotado por el segmento del eje Ox, dos segmen¬ 
tos verticales y la curva dada en forma paramétrica mediante las 
ecuaciones x = q> (t), y = >|> (t). 0 ^ t ^ T, si al variar t desde 0 
hasta T el punto (<p ( 1 ), (i)) recorre la curva de tal manera que el 

trapecio queda a lo izquierda del punto. En caso contrario en la fór¬ 
mula ( 2 ) delante de la integral hay que poner el signo positivo. 

3. Hallar el área de una figura acotada por la cicloide x = 
= a (t — sen t), y = a (1 — eos /), 0 ^ t ^ 2n y el eje Ox. 
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A Según la fórmula (2) (donde, en vigor de la observación 2, 
«leíante de la integral se toma el signo positivo) tenemos 



gj <p gj n/4 y 3n/4 gj cp gj 5n/4 
lamos el área de una de las dos 
camos el resultado: 


2n 

S= $ a* (1 — eos i ) 2 d( = 3na 2 . A 
í> 

4. Hallar el área de una fi¬ 
gura acotada por una curva dada 
en coordenadas polares mediante 
la ecuación p 1 = 2 a 3 eos 2 cp (lem- 
niscata de Bernoulli). 

A Tomando en considera¬ 
ción el carácter no negativo de 
p*. encontramos que —ni 4 ^ 
(fig. 22). Con la fórmula (5) calcu- 
artes iguales de la figura y dupli- 


5=2- 



cos2<pd<p = 2a 2 . A 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

30. Hállese el área de una figura, cuya cota viene prefijada me¬ 
diante las ecuaciones en coordenadas cartesianas: 

x t u 3 

— ») -^r+-fr=l> z=a T)< *=*|, y>0 (—a<x 0 <x,<a); 
b) y ~ x 1 , x + y = 2 ; c) y = (i + l) 3 , x = sen ny, y = 0 

<0 < y < <); 

d) y 2 = a : 3 (a 2 — x > )\ > 

e) y = e - 1 | sen i |, y = 0 (i > 0 ) (por área de esta figura no 
acotada admítase el límite para A +<» de las áreas de trapecios 
mixtilíneos que corresponden al cambio de x desde 0 hasta A). 

31. Hállese el área de una figura, cuya cota viene expresada en 
forma paramétrica (dibújese previamente .el esbozo de la figura): 

a) x = a (eos t + í sen i), y = a (sen t — t eos t), 0 ^ t < 2n, 
x es a, y < 0 (desarrollo de un círculo); 

b) x = a (2 eos t — eos 2 í), y ¡= a (2 sen i — sen 2 <). 

32. Hállese el área de una figura, cuya cota viene dada mediante 
la ecuación en coordenadas polares: a) p = a (1 eos <p) (cardioide); 
b) p = a sen 3q> (trifolio); c) p = 3 + 2 eos <p; d) p s ■+• q> a = 1. 

33. Pasando a las coordenadas polares, hállese el área de tina 
figura, cuya cota viene expresada mediante la ecuación: a) x* + y" = 
= 3 axy (folio de Descartes); b) (x*+ y 3 ) 3 = 2a‘xy (lemniscata de 
Bernoulli). 
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§ 6. Cálculo de los volúmenes de sólidos 
I. Conceptos fundamentales y fórmulas 

i. Volumen de un sólido isegün Jordán). Llamaremos sólido a un 
conjunto acotado cualquiera de puntos del espacio. 

Supongamos que en el sólido dado está inscrito un poliedro y 
alrededor del mismo está circunscrito otro poliedro, es decir, un 
sólido formado por un número finito do pirámides triangulares. 

El conjunto de volúmenes de todos los poliedros inscritos está 
acotado superiormente (por el ( volumen de cualquier poliedro cir¬ 
cunscrito) y el conjunto do volúmenes de todos los poliedros circuns¬ 
critos está acotado inferiormento (por ejemplo, por el cero). 

definición. Un sólido se llama cubicable, si la cota superior exacta 
V del conjunto de volúmenes de todos los poliedros inscritos es igual a la 

cota inferior exacta V del conjunto de volúmenes de todos los poliedros 
circunscritos. 

El número V = V = V se llama volumen del sólido <bn el sentido 

DE JORDAN). 

(2) Volumen de un sólido con las secciones transversales conocidas. 
Supongamos que cada sección de un sólido cubicable cortada por el 
plano x = const es una figura cuadrable, además su área S (a:) es una 
función continua x (a ^ x ^ 6). Entonces el volumen de este cuerpo 
se calcula según la fórmula 

b 

V=JS(*)dz. (1) 

a 

En el caso particular, en que el sólido se ha obtenido al hacer 
girar alrededor del eje Ox un trapecio mixtilíneo prefijado por una 
función continua y <=• / (x), a ^ x ^ ó, el volumen del sólido de 
revolución se calcula según la fórmula 

t 

F = *$/*(*) di. (2) 


II. Preguntas y tareas de control 

1. ¿Qué se llama sólido? 

2. ¿Qué significa sólido cubicable? 

3. ¿Qué es el volumen de un sólido? 

4. ¿Aplicando qué fórmula se calcula: a) el volumen de un sólido 
con las secciones transversales conocidas; b) el volumen de un 
sólido de revolución? 

5. Adúzcanse ejemplos de sólidos cubicables. 

6 . ¿Puede un plano ser un sólido cubicable? 

7. ¿Puede una recta ser un sólido cubicable? 
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III. Ejemplos de resolución de problemas 
1. Hallar el volumen de un sólido obtenido al girar la elipse 
+ 1 alrededor del eje Ox. ¿Ti 

A Según la fórmula (2) tenemos 


V = n jj -^-(a 2 —i 2 )dz = -|-naó 1 . 


2. Hallar el volumen de un sólido acotado por las superficies 
x 2 + i/ 2 = a 2 , z = V%y, z = O (y >0). 

A i procedimiento. Examinemos las secciones de este sólido 
cortadas por los planos x = const. En las secciones se obtienen tri¬ 
ángulos rectángulos con áreas 

S (x) = ^-y (x) z(*) = -|- /3 (a 2 -x 2 ). 

Con la fórmula (1) encontramos ^ ■ 


,=J ?- S (“ i -^ dx =- 


ii procedimiento. Cortando este mismo sólido por los planos 
y = const, en las secciones obtendremos rectángulos con áreas 

S(y) = 2x(y)z(y) = 2Va z — y 2 V^y- 

Por eso 

ir m/o f .. í/lz 75.1.._ 2 V^3 o . 


V = 2 V3 J j//fl 2 -p 2 d ! / = -i^-a 2 . 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

34. Hállese el volumen de un cono truncado, cuyas bases están 
acotadas por elipses con semiejes A, B y a, ó, y la altura es igual a h. 

35. Un sólido es en sí un conjunto de puntos M (x, y, z), donde 
O < * ^ 1 . Además O < z < 1 , O < y C 1 , si z e¡¡ un número 
racional, y —1 < x s$0, — 1 < y ^0, si z es un número irracional. 

Demuéstrese que este sólido no tiene volumen, aunque jj S (z) dz = 

o 

= 1 . 


36. Hállense los volúmenes de unos sólidos, cuyas superficies 
vienen expresadas por las ecuaciones: 

a ) 7r + TT =1 ' 2 = T 1 ’ z = 0; b ) Tr+TT + 7r = 1; 
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c) —-jr = li * = ±c; d) **+**=«*, y‘ + z 2 = a 2 ; 

o) x 2 + y 2 -M J = «*. x 2 4 -y* = ax (sólido do Viviani). 

37. Hállense los volúmenes de unos sólidos obtenidos al girar 
las curvas siguientes: 

a) y = ¿> ( x/a) 2 l 3 (0 ^ x ^ a) alrededor del eje Ox; 

b) y = 2z — x 8 , y s= 0 alrededor del eje Ox; 

c) y = 2x — x 2 , y = 0 alrededor del eje Oy; 

d) y = sen x, y = 0 (0 < x ^ n) alrededor del eje Ox; 

e) y = sen x, y = 0 (0 < x ^ jt) alrededor del eje Oy; 

f) x =• a (t — sen í), y = a (1 — eos I) (0 ^ t ^ 2n) alrededor 
del eje Ox; 

g) x = a (t — sen /), y = a (1 — eos i) (0 < t < 2n) alrededor 
del eje Oy. 

§ 7. Aplicaciones físicas de la integral definida 
I. Conceptos fundamentales y fórmulas 

1. Cálculo de la masa de una curva plana. Sea una curva simple 
L dada en forma paramétrica mediante las ecuaciones x = <p (<), 
y = $ (*). tt < 1 < p y sea p (x, y) la densidad lineal de masa en 
el punto (x, y) £ L. Entonces la masa de la curva L se calcula con 
la fórmula 

B 

M= $ p (cp (i). 't>(<»W (0 + «P' 1 Md<. 

a 

En caso de que la curva simple venga expresada por medio de 
una ecuación en coordenadas cartesianas y = / (x), a ^ x ^ b, 
la masa de la curva L se calculará de acuerdo con la fórmula 

b 

Jp(x, /(x)) /l+ /'»(*) d*. 

a 

En particular, cuando pstel valor numérico de la masa coincide 
con la longitud de la curva. 

2. Cálculo de los momentos y de las coordenadas del centro de grave¬ 
dad de una curva plana. Los momentos estáticos (o momentos do 
primer orden) de una curva L respecto a los ejes de coordenadas en el 
caso de densidad lineal constante p am 1 (momentos geométricos) 
se calculan utilizando las fórmulas (x = q> (l), y = tp (f), a ^ l ^ p 
son las ecuaciones de la curva) 

^ ip (t) Y <P’ 1 (<) +'P' 2 ( t) di (momento respecto al eje Ox); 

a 

p _ 

M v = \ <p(<) V <p' 2 (/) 4- >p' 2 (!) df (momento respecto al eje Oy). 

O 
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Si una curva viene dada en coordenadas cartesianas: y=f(x), 
a^x^b, tendremos 

a b 

*«-5/(*) VI+/••<*)d*. M,~\x\l+r(*)Ax. 

a a 

Las coordenadas x 0 e y 0 del centro de gravedad de la curva L 
se calculan con las fórmulas 

*o = M p /f, y 0 = M x ll, 

donde l es la longitud de la curva L. 

Los momentos de inercia (o momentos de segundo orden) de la 
curva L respecto a los ejes de coordenadas (p e 1 ) se calculan apli¬ 
cando las fórmulas 

/ x = (í) V <p ' 2 (1) + ijj ' 2 (i) di (respecto al eje Ox); 

a 

0 _ 

/„ = J (i) V<p ' 2 (i) + $' J (t) di (respecto al eje Oy) 

a 

o (en coordenadas cartesianas) 

b 

i x =¡P(x)yi+n(x)dx, 

a 

b 

J** Vi+/•*(*) d*. 

a 

3. Cálculo de los momentos y de las coordenadas del centro de grave¬ 
dad de una figura plana. Los momentos estáticos de una figura 
G limitada por las curvas continuas y = f¡ (x), y = / a ( x ), a ^ x <1 b 
Idonde h (x) ^ /, (x)| y los segmentos de rectas x = a, x — b, en el 
caso de densidad superficial constante p es 1 , se calculan haciendo 
uso de las fórmulas 

b 

M x = y $ \r,(x)-1\(x)\dx (respecto al eje Ox), (1) 

a 

b 

Af„= $ *(/,(*)—/ t (x)]dx (respecto al eje Oy). (2) 

a 

Las coordenadas x 0 e y 0 del centro de gravedad de una figura se 
calculan por las fórmulas 

x 0 = MJS, y t = MJS, (3) 

donde S es el área de la figura G. 
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Loa momentos de inercia de la figura G respecto a los ejes de 
coordenadas (p ss 1) se calculan con las fórmulas 
6 

/,= -§- J 1/i(*)—/J(*)|d* (respecto al eje Ox)\ 

a 

b 

/„*= J¡ x* [/,(*) — M*))d* (respecto al eje Oy). 

a 

II. Ejemplos de resolución de problemas 
f. Hallar los momentos estáticos y las coordenadas del centro de 
gravedad de un trapecio mixtilíneo acotado por 1a parábola y 2 = 
= í\ <*) = 2 px y las rectas y = /, (x) = 0 y x = 1. 

A Con las fórmulas (1) y (2) encontramos 
i i 

j-J /;(*)*»*—|" 2 ^ J *dx = -£-; 

0 ° 

1 i , 

My = J x/, (x) dx = VTp J xV* dx = . 

o o 

Calculemos el área de este trapecio mixtilíneo: 

5= V^2p $ x‘/*dx-= 2I ^P . 
o 

Ahora utilizando las fórmulas (3) hallemos las coordenadas del 
centro de gravedad 

x D = My/S = 3,5, y 0 = MJS = (3/8) VJp. ▲ 

2. Empleando el segundo teorema de Guldin (véase más adelante 
el ejer. 44), hallar las coordenadas del centro de gravedad de una 
figura plana G limitada por un arco de la cicloide x = a (f — sen /), 
y = a (1 — eos t), 0 < l < 2n y el eje Ox. 

A El volumen del sólido obtenido, al hacer girar la figura alre¬ 
dedor del eje Ox, es igual a 

2 na 2 lt 

V = n ^ y 2 dx — na* jj (1 — eos <)* d< =■ 5n 2 a*. 

El área de la figura G es igual a 

Zno 2n 

5*= jj y di= ^ a l (l— eos f) 2 di = 3na 2 . 
o o 

Sea y 0 la ordenada del centro de gravedad. Según el segundo teorema 
de Guldin, S-2ny<, = V, de donde yo = 5a/6. De la simetria de la 
figura G respecto a la recta x = na se deduce que la abscisa del 
centro de gravedad x s — 1 na. A 
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IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

38. Hállense el momento estático y el momento de inercia de 
una semicircunferencia de radio a respecto al diámetro de ésta. 

39. Hállese el momento estático del arco de la parábola y* = 2 px 
(0 ^ x ^ p/2) respecto a la recta x = pl2 . 

40. Hállense el momento estático y el momento de inercia de 
una lámina homogénea triangular con base b y altura h respecto a su 
propia base. 

41. Hállense los momentos de inercia de una lámina elíptica 
homogénea con semiejes a y b respecto a sus ojes principales. 

42. Hállese el momento de inercia de un círculo homogéneo con 
radio R y masa M respecto a su diámetro. 

43. Demuéstrese el primer teorema de Guldin: el área de una 
superficie, formada al girar una curva plana alrededor de un eje que 
no la corta y yace en el plano de la curva, es igual al producto de la 
longitud de esta curva por la longitud de la circunferencia descrita 
por el centro de gravedad de la misma. 

44. Demuéstrese el segundo teorema de Guldin: el volumen de 
un sólido, formado por rotación de una figura plana alrededor de un 
eje que no la corta y yace en el plano de la figura, es igual al producto 
del área de esta figura por la longitud de la circunferencia descrita 
por el centro de gravedad de esta figura. 

45. Hállese el volumen de un toro obtenido por medio de rotación 
de la circunferencia (x — 2) ! + y 2 = 1 alrededor del eje Oy. 

46. Hállense las coordenadas del centro de gravedad del arco 
de la circunferencia x = a eos <p , y = a sen tp (| <p I ^ a ^ Ji). 

47. Hállense las coordenadas del centro de gravedad de una 
figura acotada por las parábolas ax = y 2 , ay = x- (a > 0). 

48. Hállense las coordenadas del centro de gravedad de un hemis¬ 
ferio homogéneo con el radio a. 

49. Hállense las coordenadas del centro de gravedad de la figura 
limitada por la curva p = a (1 4- eos <p). 

Capíiulo IX 

Medida e integral de Lebesgue 

§ 1. Medida de un conjunto 
I. Conceptos y teoremas fundamentales 

1. Ciertas nociones sobre conjuntos. Se dice que entre los ele¬ 
mentos de dos conjuntos se establece una correspondencia biunívoca, 
si a cada elemento del primer conjunto está puesto en correspondencia 
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cierto elemento del segundo conjunto de tal manera que, además, 
cada elemento del segundo conjunto corresponde sólo a un elemento 
del primer conjunto. 

Dos conjuntos se llamnn equivalentes, si entre sus elementos puede 
establecerse la correspondencia biunivoca. Si, dos conjuntos son 
equivalentes, se dice que tienen igual potencia. 

Un conjunto se llama numerable, si éste es equivalente al con¬ 
junto do los números naturales (con otras palabras, un conjunto se 
llama numerable, si sus elementos pueden numerarse con ayuda de 
los números naturales). 

Por ejemplo, el conjunto de todos los números racionales del 
segmento 10, 1] es numerable, mientras que el conjunto de todos los 
números reales de este mismo segmento no es numerable. 

Si un conjunto es equivalente al conjunto de todos los números 
reales del segmento 10, II. se dice que aquél tiene la potencia de con¬ 
tinuo. 

Se llama unión (suma) de los conjuntos E¡, E¡. ..., E n el con- 

n 

junto E— U Ei. compuesto por todos los elementos perteneCien- 

tes por lo menos a uno de los conjuntos E k (&=1, 2, n). 

Notaremos la unión de conjuntos E x y E¡ también con el símbolo 
E x lj E s o E l -f- E k . 

Se llama intersección de los conjuntos E¡, E 8 , . . ., E n el conjunto 

n 

G = D E h , compuesto por todos los elementos pertenecientes a 
n=i 

cada uno de los conjuntos E k (k =■ 1, 2, . . n). 

Notaremos la intersección de los conjuntos E , y £, también con 
el símbolo £, fl^i o E,E t . 

De la misma manera se definen la unión U E k y la intersección 

oo 

H E h de una cantidad numerable de conjuntos. 

Se llama diferencia de los conjuntos E¡ y E, al conjunto E => 
= £,\£ 8 , compuesto por todos los elementos del conjunto E¡ per¬ 
tenecientes a E¡. 

Sea E un conjunto arbitrario de números. El punto x se llama 
punto interior de E, si existe un entorno del punto x que pertenece 
por completo o E. 

El conjunto E se llama abierto, si todos sus puntos son interiores. 
El conjunto E se llama cerrado, si contiene todos sus puntos 
límites. 

Por ejemplo, el intervalo (a, 6) es un conjunto abierto, mientras 
que el segmento [a, 6| es un conjunto cerrado. 

La unión de un número finito o de una cantidad numerable de 
conjuntos abiertos es un conjunto abierto. 

Teorema 1 (Sobre la estructura de los conjuntos abiertos). Todo 
conjunto abierto es la unión de un número finito o de una cantidad 
numerable de intervalos disjuntos dos a dos. 


13-0151 
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2. Coacepto de la serie numérica. Sea {a„} una sucesión numé¬ 
rica. Escribamos formalmente la expresión 


a l + + • • • + °n + • • • 


O* 


*=l 


y llamémosla serie numérica (o simplemente serie). 

Los números a* se llaman términos de la serie y el número 

n 

S„ = 2 a», su n-ésima suma parcial. 

hwl 

Examinemos la sucesión {£„}. 

oo 

definición. Si existe el lím S'„ = S, se dice que la serle 2) a n 

n —oo 6— 1 

converge y el número S se llama suma de la serie. 

3. Medida de un conjunto. Llamaremos medida de un intervalo 
(a, P) (donde p > a) su longitud P — a. 

Sea G un conjunto abierto acotado. Según el teorema 1 puede 
ser representado en la forma de G — U (a», p ft ), donde (a*, p h ) 

*=! 

son intervalos disjuntos dos a dos. 

Llamaremos medida pG del conjunto abierto acotado G la suma de 
las longitudes de sus intervalos: pG = 2 (Pk — “*)• 

Cabe señalar que si la cantidad de los intervalos (« ft , P*) es 
numerable, entonces la suma de longitudes de los intervalos es una 

e© 

serie numérica (P» —«*) con términos positivos (p* — es*). En 
6=1 

virtud del acotamiento del conjunto G esta serie converge. 

Sea E un conjunto acotado arbitrario. Examinemos todo género 
de conjuntos abiertos acotados G que contienen E. El conjunto 
{|iG} de las medidas de estos conjuntos está acotado interiormente 
(por ejemplo, con el 0) y, por consiguiente, tiene inf {pG}. 

El número p E — inf (pGj se llama medida exterior del conjun¬ 
to E. 

definición. El conjunto Ese llama medible (según Lebesgue), si 
Ve > 0 existe un conjunto abierto G que contiene E, para el cual 
p (G\E) < e. Además la medida exterior del conjunto E se llama su 
medida (de Lebesgue ) y se denota con p£, es decir, p£ — p E. 

Observación. Para un conjunto abierto E esta definición es equiva¬ 
lente a la dada más arriba (como G es suficiente tomar el propio E). 

La noción de medida de un conjunto generaliza el concepto de 
longitud. Para los conjuntos suficientemente simples (intervalo, 
segmento) la medida coincide con la longitud. Para conjuntos más 
complicados que no tienen longitud en sentido corriente, el papel 
de la longitud lo desempeña la medida. 

Cualquier conjunto acotado cerrado es medible. 
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Si E es un conjunto medible, además E cz (a, 6], entonces el 
conjunto É = lo, 6]\E (complemento del conjunto E hasta formar 
el segmento |a, 61) es medible. 

La unión (si está acotada) y la intersección de un número finito 
o de una cantidad numerable de conjuntos medibles son conjuntos 
medibles. En este caso la medida de la unión de una cantidad nume¬ 
rable (o finita) de conjuntos disjuntos dos a dos, es igual a la suma 
de las medidas de estos conjuntos, es decir, si 

E=U E„. E,r\B,~0 (IV/), 

1 

entonces 

p£= 2 !»£>.• 

*-i 

Esta propiedad se llama aditividad numerable (o adiltvidad o) de la 
medida de Lebesgue. 

II. Preguntas y tareas de control 

1. ¿En qué consiste la correspondencia biunívoca entre los elemen¬ 
tos de dos conjuntos? 

2. ¿Qué conjuntos se llaman equivalentes? 

3. ¿Qué conjunto se llama numerable? 

4. ¿Será numerable: a) el conjunto Q de todos los números raciona¬ 
les; b) el conjunto R de todos los números reales? 

5. ¿Qué es un conjunto con potencia de continuo? ¿Tiene el con¬ 
junto R de todos los números reales la potencia de continuo? 

<3. ¿Qué se llama unión de conjuntos? ¿Puede la unión de conjuntos 
coincidir con uno de éstos? ¿Puede la unión de conjuntos no 
vacíos ser un conjunto vacío? 

7. ¿Qué se llama intersección de conjuntos? ¿Puede la intersección 
de conjuntos coincidir con uno de éstos? ¿Puede la intersección 
de conjuntos no vacíos ser un conjunto vacío? 

8 . ¿Qué es la diferencia de dos conjuntos? ¿Puede la diferencia 
is 1 's2?, de conjuntos no vados coincidir: a) con E¡; b) con £,? 

9. ¿Qué es: a) un punto interior del conjunto; b) un conjunto abier¬ 
to; c) un punto límite del conjunto; d) un conjunto cerrado? 

10. ¿El conjunto Q de todos los números racionales es: a) abierto; 
b) cerrado? 

11. ¿El conjunto R de todos los números reales es: a) abierto; b) ce¬ 
rrado? 

12. Demuéstrese que la unión de un número finito o de una cantidad 
numerable de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. 

13. Demuéstrese que la intersección de un número finito de conjuntos 
abiertos es un conjunto abierto, pero la intersección de una canti¬ 
dad numerable de conjuntos abiertos puede no ser un conjunto 
abierto. 

13 * 
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14. Demuéstrese que la intersección de un número finito o de una 
cantidad numerable de conjuntos cerrados es un conjunto ce¬ 
rrado. 

15. Demuéstrese que la unión de un número finito de conjuntos 
cerrados es un conjunto cerrado, mientras que la unión de una 
cantidad numerable de conjuntos cerrados puede no ser un con¬ 
junto cerrado. 

16. Enúnciese el teorema sobre la estructura de los conjuntos abier¬ 
tos. 

17. ¿Cuándo se dice que la serie numérica converge? ¿Qué se llama 
suma de una serie? 

oo 

18. Sean todos los términos de la serie 2 a * no negativos. Demués¬ 
trese que en este caso: a) la condición necesaria y suficiente para 
la convergencia de la serie es el acotamiento de la sucesión {£„} 
de sus sumas parciales; b) si se reordenan los términos de la 
serie de manera arbitraria, tendremos que la suma de la serie 
no cambiará. 

19. ¿Qué se llama medida: a) de un intervalo; b) de un conjunto 
abierto acolado? Demuéstrese la convergencia de la serie pG = 

CD 

— S (Pfc — a # ), donde (a*, (J*) son intervalos disjuntos dos a 

dos, con los cuales está formado el conjunto abierto acolado G. 

20. ¿Qué se llama medida exterior del conjunto? ¿Acaso todo 
conjunto acotado tiene medida exterior? 

21. Dése la definición de un conjunto medible y de su medida. 

22. Utilizando la definición del conjunto medible, demuéstrese 
que el segmento la, 61 es medible, además su medida p la, 61 = 
— b — a (a < 6). 

23. Sea un conjunto medible E c la, 61. Demuéstrese que el con¬ 
junto £ = (a, ól\£ es medible, además p£ = p la, 61 — pE. 

24. Demuéstrese que un conjunto acotado cerrado es medible. 

25. ¿Qué es la aditividad numerable de la medida? Demuéstrese 
que la unión (si está acotada) de una cantidad numerable de 
conjuntos medióles es un conjunto medible. 

III. Ejemplos de resolución de problema 

1. Demostrar que el intervalo (0, 1) = / y la recta numérica R 

son conjuntos equivalentes: R ~ 

A Para demostrar la equivalencia de los conjuntos / y R hace 

falta establecer entre sus elementos la correspondencia biunívoca. 

Tal correspondencia la realiza la función 

y=>tg (nx—, x £/■ 

En realidad, a cada i£ / esta función pone en correspondencia 

cierto yg R y puesto que aquélla os continua y crece en I y, 
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además, lím tg í ni-£-) <= — oo, lím tg { ni—2-) = + oo, en- 

x-+0 ' ¿ ' i-I-0 ' ¿ ' 

toncos Vy £ R existe el único x£l tal que y = tg(m- j-) • 

Esto significa precisamente que entre los elementos de los conjuntos 
/ y R está establecida la correspondencia biunívoca. Así, pues, 

n ~ /. ▲ 

2. Demostrar que el intervalo (0, 1) = / y el segmento [0, 11 = S 
son conjuntos equivalentes: / ~ 5. 

A Sea Q el conjunto de todos los números racionales del segmen¬ 
to S. Este conjunto es numerable (véase el § 6, cap. II). Hagamos 
Q = S\Q. Entonces S = Q + Q- Eliminemos del conjunto Q 
los puntos 0 y 1. Obtenemos el conjunto numerable de números 
racionales del intervalo I. Es evidente que I = Q¡ + Q. Puesto que 
Q y Q, son conjuntos numerables, resulta que Q — Q t . De aquí sa 
deduce que Q + Q ~ Q, + Q, es decir, 5 ~ ▲ 

Observación. De los resultados de los ejemplos 1 y 2 se infiere 
que la recta numérica R (el conjunto de todos los números reales) 
tiene potencia de continuo. 

3. Sea E cr [a, 6) un conjunto abierto. Demostrar que G = 
= lo, ¿>l\£ es un conjunto cerrado. 

A Hace falta demostrar que G contiene todos sus puntos límites. 
De la definición dada para la diferencia de conjuntos se desprende 
que Vi £ la, 6] o bien i £ E, o bien i (6. Sea i un punto límite 
del conjunto G, es decir, en cualquier entorno del punto i hay puntos 
del conjunto G distintos de i. Es evidente que i 6 la, 6). Demostre¬ 
mos que i € G. Supongamos lo contrario. Entonces i 6 E y, puesto 
que E es un conjunto abierto, existe un entorno del punto x que 
pertenece por completo a E. Por consiguiente, en este entorno del 
punto i no existe ningún punto del conjunto G, pero esto contradice 
a que i es un punto límite de G. Esta contradicción demuestra que 
i(Gy, por consiguiente, G es un conjunto cerrado. ▲ 

4. Demostrar que el conjunto Q de todos los números racionales 
de un segmento arbitrario la, 61 es medible, además \iQ = 0. 

A El conjunto Q es numerable, por eso sus puntas pueden nume¬ 
rarse con ayuda de números naturales. Prefijemos un e > 0 arbitrario 
y coloquemos el primer punto del conjunto Q en intervalo de longitud 
e/2, el segundo, en intervalo de longitud e/2*, . . .; el n-ésimo, en 
intervalo de longitud e/2", etc. La unión de estos intervalos os el 
conjunto abierto G, cuya medida es 

OO 

v- G < 2 -|r ==e - 

A-i 

En virtud de que e es arbitrariamente pequeño, de aquí se deduce 
que p@ = 0. Puesto que (G\0 cr G, entonces p (G\Q) ^ pG = 
= pG < e. Esto significa según la definición que Q es medible, 
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además ¡iQ — \iQ — 0. En este caso se dice que el conjunto Q tiene 
medida nula. A 

5. Sea a un número arbitrario tal que 0 < a < 1. Formemos dos 
conjuntos D y E con ayuda de una cantidad numerable de pasos de 
la manera siguiente. En el primer paso eliminemos del segmento 
[0, 11 el intervalo £, de longitud al2 situado simétricamente respecto 
al centro del segmento (0, 1] (demos a semejante intervalo el nombre 
de intervalo medio). En el segundo paso de los dos segmentos iguales 
restantes, eliminemos los intervalos medios de longitud a/8 cada 
uno. Designemos la unión de estas intervalos por £,; la longitud de E 2 
es igual a a/4. En el tercer paso de los cuatro segmentos iguales res¬ 
tantes eliminemos los intervalos medios de longitud al 32 cada uno. 
Notémosla unión de estos cuatro intervalos por£,; la longitud de £ 3 
será igual a a/8. En el cuarto paso de los ocho segmentos iguales res¬ 
tantes eliminemos los intervalos medios de longitud a/128 cada uno, 
etc. Sea 

£= Ü £„, D = [0. 1]\E. 

»=> 

Demostrar que: 

a) £ es un conjunto abierto y D, un conjunto cerrado; 

b) p£ = a, ¡iD = 1 — a; 

c) el conjunto D no contiene en forma completa ningún segmento; 

d) el conjunto D no contiene puntos aislados; 

e) V e > 0 3 un conjunto D‘ tal que D cz D' y 0< p£>' — 
— \íD < e; 

f) el conjunto D no es numerable. 

A a) El conjunto £ es abierto, puesto que es la unión de interva¬ 
los, o sea, de conjuntos abiertos; el conjunto D es cerrado, puesto que 
es un complemento de un conjunto abierto hasta formar un segmento 

b) Puesto que los conjuntos £ ft (k = 1, 2, . . .) son disjuntos 
entonces, en virtud de la aditividad o de la medida 

oo oo 

p£=»2 p£a“2 = 

fc-l k— 1 

Los conjuntos Dy£ son disjuntos, por eso 

pD = p [0, 1) — p£ = 1 — a. 

c) Supongamos que el conjunto D contiene en forma completa 
cierto segmento de longitud l. Advirtamos que al formar el conjunto 
D después del n-ésimo paso de eliminación de los Intervalos medios, 
la parte restante del segmento |0, 1) consta de 2" segmentos iguales 
disjuntos. Designemos la longitud de cada uno de éstos por d n . 
Es evidente que d„ -»-0 cuando n-*■ oo. Para cualquier n el con¬ 
junto D forma parte de la unión de los 2" segmentos indicadas. Por 
oso el segmento de longitud 1, contenido por completo en D, debe 
hallarse enteramente en uno de los segmentos indicados de longitud 


198 



d„, es decir, l^d„. Pero esto contradice a que d n 0 cuando 
n oo. Así, pues, el conjunto D no contiene por entero ningún 
segmento. 

d) Si el conjunto D contuviera algún punto aislado, de este hecho 
se deduciría que al construir D a partir del segmento [0, II fueron 
eliminados dos intervalos adyacentes (separados por este punto). 
Sin embargo, cualesquiera dos intervalos eliminados quedan separa¬ 
dos por un segmento y no por un punto. 

e) Pongamos Z>'c=|0. ll\{j Es evidente que Del)', 

oo oo 

además D'\D= ¡J E h . pD' — pD = 2 2 ~£¡r = • 

»-n+l k=m+i 

De aquí se deduce que Ve >0 3» tal que se cumple la desigualdad 

0<p/>'-|tD = -£-<e. 

f) El conjunto numerable tiene medida nula (véase el ejemplo 4). 
Puesto que pD = 1 — o ^ 0, tendremos que D es un conjunto 
innumerable. A 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

1. Demuéstrese la equivalencia de los siguientes conjuntos: 

a) {1, 2, 3, 4 -} y {2. 4 . 6 , 8 . . . .}; 

b) de los segmentos 10, 1] y la, bl; 

c) del intervalo (a, b) en la recta numérica R. 

2. Demuéstrese que: 

a) un subconjunto infinito de un conjunto numerable también 
es numerable; 

b) la unión de un número finito o de una cantidad numerable de 
conjuntos numerables es un conjunto numerable; 

c) el conjunto de todos los polinomios con coeficientes raciona¬ 
les es numerable; 

d) el conjunto de punios de discontinuidad de una función monó¬ 
tona es finito o numerable. 

3. Demuéstrese que el conjunto de todos los números reales del 
segmento 10, II es innumerable. 

4. Demuéstrese que: 

a) si A es un conjunto infinito y B, un conjunto finito o numera¬ 
ble, entonces A -+• B ~ A; 

b) si A es un conjunto infinito; B, un conjunto finito o numerable 
y A\B, un conjunto infinito, resulta que <4\fl ~ A; 

c) el conjunto de todos los números irracionales del segmento 
[0, ll tiene la potencia de continuo; 

d) cualquier conjunto infinito contiene una parte equivalente 
a todo el conjunto. 



5. Demuéstrese que para cualesquiera conjuntos A, tí, C: 

a) (A + B)C = AC + BC; b) A + A = A-, c) AA = A; 
el) A + BC = (A + B) (A + C); e) A (A\.B) + AB, en par¬ 
ticular, A — (A~\B) + B, si B cz A. 

6. Sea VA: A k cz E, Á,, — E\A k es el complemento de hasta 
formar E (el nú mero de conjuntos d,, os finito o numerable). 
Demuéstrese que |J A k = f) d„. 

k k 

7. Sea E c (a, b ) un conjunto cerrado. Demuéstrese que G = 
=(«, b)\E es un conjunto abierto. 

8. Demuéstrese que el conjunto Q de lodos los números irracio¬ 
nales del segmento la, 61 es medible y hállese su medida. 

9. Sea E un conjunto acotado tal, que p£ = 0. Demuéstrese que 
E es medible, además yE = 0. 

10. Demuéstrese que cualquier subcoiijunto del conjunto de 
medida nula tiene esta misma medida. 


§ 2. Funciones medibles 
I. Conceptos y teoremas fundamentales 

1. Definición de la función medible. Sea que la función / (x) 
está definida en el conjunto medible E. Designemos con el símbolo 
ji f £: / (x) c} el conjunto de todos aquellos valores del argu¬ 
mento x que pertenecen al conjunto E, para los cuales / (x) sgí c 
(c es cierto número). 

definición. La /unción / (x) se llama medible en el conjunto E, 
si para cualquier número c el conjunto {x £ E: j (x) ^ c} es medible. 

Teorema 2. Para que la junción j (x) sea medible en el conjunto E 
es necesario y suficiente que para todo número c sea medible cualquiera 
de los conjuntos siguientes : {x £ E: f ( x ) > c}, {x £ E: / (x) > c), 
{* 6 E: / (x) < c}. 

2. Algunas propiedades de las funciones medibles. 

I a . Si una función / (x) es medible en el conjunto E, seré medible 
en cualquier subconjunto medible del conjunto E. 

2". Si una función / (x) es medible en los conjuntos E lt E „, . . . 


. . E n , . . resulta que es medible en su unión U E k y en la 
00 1 
intersección f) £»• 

3“. Si una función / (x) está definida en un conjunto E de medida 
nula, tendremos que es medible en este conjunto. 

4». Si las funciones / (x) y g (x) son medibles en un conjunto E, 
quiere decir que las funciones / (x) + g (x), / (x) — g (x), / (x)g (x) 
y / (x)lg (x) (a condición de que g (x) 0) también son medibles 

en el conjunto E. 

5*. Toda función continua en un segmento es medible en este 
segmento. 
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Se dice que cierta propiedad es válida casi por todo sobre el con¬ 
junto E, si el conjunto de los puntos de E, en que aquélla es falsa, 
tiene medida nula. 

Las funciones / (x) y g (x) definidas en el conjunto medible E 
se llaman equivalentes en este conjunto, si son iguales casi por todo 
en los puntos de éste. 

La notación de la equivalencia es: f (x) x g ( x) en E. 

Por ejemplo, la función de Dirichlet 

n ,.\ _ /O. si x es un número irracional, 
u ' x ' 11, si x es un número racional; x £ [a, 61, 


( 1 ) 


es equivalente en la, 6) a la función continua g ( x) = 0, puesto que 
el conjunto do puntos x del segmento [a, 61, en los cuales D (x) V 5 
g (x), es el conjunto Q de todos los números racionales de! segmen¬ 
to (a, 61, cuya medida es pQ = 0. Cabe advertir que la función 
D (x) es discontinua en todos los puntos de [a, 6). 

Aduzcamos dos propiedades más de las funciones medibles. 

6 a . Si g (x) es medible en E, f (x) esc g (x) en E, entonces / (x) 
es medible en E. 

7 a . Teorema 3 (Teorema de luzin o propiedad c de las pun¬ 
ciones medibles). Para que la función f (x) sea medible en la, 61, es 
necesario y suficiente que Ve >0 exista una función g (x) continua 
en [a, 61 tal que p {x £ la, 61: f (x) =¿= g (x)} ^ e. 

El teorema de Luzin significa que toda función medible en 
[a, 61, puede hacerse continua mediante su cambio en un conjunto 
de medida tan pequeña como se quiera, es decir, las funciones medi¬ 
bles en este sentido son próximas a las funciones continuas. 


II. Preguntas y tareas de control 

1. Dése la definición de función medible. 

2. Valiéndose de la definición, demuéstrese que las siguientes fun¬ 
ciones son medibles: 

a) / (x) = c = const, x £ la, 61; 

b) f (x) = x, x £ la, 61; 

( 0 para O^x^ 1/2, 

C) 1 para 1/2<x<l. 

3. Enúnciese el teorema que expresa la condición necesaria y sufi¬ 
ciente para que una función sea medible en el conjunto E. 

4. Enuncíense las propiedades I a — 5" de las funciones medibles. 
Demuéstrense las propiedades I a — 3 a . 

5. ¿Cuándo se dice que cierta propiedad es válida casi por todo 
sobre el conjunto El 

6. ¿Qué funciones se llaman equivalentes en el conjunto El Demués¬ 
trese que la función de Dirichlet es equivalente en la, 61 a una 
función continua. ¿A qué es igual la medida del conjunto do 
puntos de discontinuidad de la función de Dirichlet en la, 61? 

7. Enuncíese y demuéstrese la 6 a propiedad de las funciones medibles. 
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8. Utilizando las propiedades 5* y 6 a , demuéstrese que si una función 
/ (x) es equivalente en la, ó) a una función continua, entonces 
/ (x) es medible en la, 61. 

9. Enuncíese el teorema de Luzin. Ilústrese este teorema en el ejem¬ 
plo de la función /(x) = {? 


III. Ejemplos de resolución de problemas 

1. Demostrar que la función de Dirichlet D (x) (véase la fórmula 
<1)1 es medible en (a, 61. 

A Ateniéndose a la definición de la función medible es necesa¬ 
rio demostrar que Ve el conjunto {x £ la, 61: / (x) < c) es E c es 
medible. Examinemos tres casos. 

Si 1, tendremos que E c =Ja, 61 es un conjunto medible. 

Si 0 ^ c < 1, entonces E c = Q, donde Q, que es el conjunto 
de todos los números irracionales de la, 61, resulta ser un conjunto 
medible. 

Si c<0, esto significa que E c ■= 0, donde 0 es un conjunto 
vacío. El conjunto vacío se considera medible: p0 = 0. 

Así, pues, D (x) es una función medible. A 

2. Demostrar la 5 a propiedad: una función / (x) continua en 
la, 61 es medible en la, 6). 

A Demostremos que Ve el conjunto {x £ la, 6): / (x) ^ e) ¡= E c 
es medible. Si E c =¡ 0, entonces E c es medible: = p0 = 0. 

Sea que E c no es vacío. Demostremos que E c es un conjunto cerrado. 
De aquí se deducirá que E c es medible. Sea x 0 el punto límite del 
conjunto E c . Hace falta demostrar que x 0 £ E c . Está claro que 
x 0 £ [a, 61. Según la definición del punto límite, 3{x„}x„, 
además Vn x n £ E c . De la continuidad de / (x) en el punto x 0 se in¬ 
fiere que {/ (x„)) -*■/ (x„) y, puesto que x„ £ E c , tendremos que 
/ (x„) < c. Por consiguiente, / (x 0 ) < c, es decir, x„ £ E c , lo quo 
se trataba de demostrar. A 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 

11. Demuéstrese el teorema que expresa la condición necesaria 
y suficiente para que una función sea medible en el conjunto E. 

12. Sea / (x) = {} J£* [0> lK£ , donde £ y D son 

los conjuntos del ejemplo 5 del § 1. Demuéstrese que: 

a) 1 (x) es una función medible en 10, 11; 

b) D es el conjunto de todos los puntos de discontinuidad de / (x); 

c) V e > 0 existe una función continua g (x) en [0, 11 tal que 
p {x 6 [0, 11: / (x) ¥= g (*)} < a. 

13. Demuéstrese que la función (p (x) = x, x £ D, donde D es 
el conjunto del ejer. 12, es medible en el conjunto D. 



14. Valiéndose del teorema de Luzin, demuéstrese que la suma, 
la diferencia y el producto de las funciones medibles en (a, 61 son 
funciones medibles en lo, 61. 

§ 3. Integral de Lebesgue 
I. Conceptos y teoremas fundamentales 

1. Definición de la integral de Lebesgue de una función acotada. 

Sen £ un conjunto medible arbitrario. Llamemos partición del 
conjunto E a cualquier familia de partes T = {£*} de un número 

fl 

finito de conjuntos medibles £,, £„ ...,£„ tal que U £), = £; 
E, f| E, = 0 (i i). 

Supongamos que en el conjunto £ está definida una función aco¬ 
tada / (x). Para una partición arbitraria T = {£*} hagamos — 
= sup / (x), m* inf / (x) y anotemos dos sumas: 

n n 

S T = 2 *1= 2 m *i*£»- 

*=t X=1 

Los números S T y s T se llaman sumas superior e inferior de la 
partición T. Es evidente, VF s T ^ S T . 

Examinemos los conjuntos numéricos {* r } y {S r } de las sumas 
inferiores y superiores de todo género. Estas están acotadas inferior- 
mente por el número mpE y superiormente, por el número M\iE, 
donde m = inf / (x), M = sup / (x) y, por lo tanto, tienen cotas 

£ E _ 

exactas. Los números 1_= sup {s r } e / = inf {S T } se llaman inte¬ 
grales inferior y superior de Lebesgue. 

definición. Una función f (x) acotada en un conjunto medible E 
se llama integrable según Lebesgue en este conjunto^ si í = I. 

Además el número / = I se llama integral de Lebesgue de la 
función / (x) sobre el conjunto £ y se designa con el símbolo 
J/(x)dp (x). 

2. Relación entre las integrales de Rlemann y de Lebesgue. 
Teorema 4. Cada función integrable según Rlemann en la, 6] es 

integrable en la, 6) en el sentido de Lebesgue, además las integralesde 
Rlemann y de Lebesgue de semejante función son iguales. 

Observación. La afirmación inversa no es justa (véase el ejemplo 
en el p. III). 

3. Clase de las funciones acotadas integrables según Lebesgue. 
Teorema 5. Para que una función f (x) acotada en un conjunto 

medible E sea integrable según Lebesgue en este conjunto, es necesarioy 
suficiente que f (x) sea medible en E. 
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4. Integral de Lebeegue como limite de sus sumas integrables. 

Sea / ( x) una función medible- acotada en un conjunto E, m = 
= inf / (x), M = sup / ( x ) y sean y„ p 2 .números arbitra- 

E S 

ríos tales que m = y, < y t < y, < . . . < y n = M. 

Se llama partición del conjunto E según Lebesgue la partición T = 
= {£*}, donde Ve < / <*) < Vi}. E h = {x £ E: 

y </ (*)< V»}' * “ 2 , 3, . . n. 

Sea un punto arbitrario de E h (k= 1, 2, n). El número 

n 

/ (E k , !„)= 2 / (El.) se llama suma Integral de Labesgue 

S si algún E k = 0. quiere decir que £ 6 no contiene ningún punto do 
ii, y el correspondiente sumando en la suma se considera nulo). 
Hagamos 6 = máx 8», donde 6 h = y k — y h .,. 

Teorema 6. E ^limite de las sumas Integrales de Lebesgue cuando 
6 -*■ 0 es igual a ¡a Integral de Lebesgue, es decir, Hm I(E„, !*) = 

«-o 

= 5 /(*) d M*)- 

E 

De este teorema se deduce que la integral de Lebesgue puede 
determinarse como el limite de las sumas integrales de Lebesgue 
cuando 8 -*• 0. Esta definición de la integral de Lebesgue es análoga 
a la definición de la integral de Riemann, con la diferencia de que, 
al componer las sumas integrales, se divide en segmentos parciales 
no el campo de definición, sino que el conjunto de valores de la 
función. 

5. Propiedades de la Integral de Lebesgue. 

!*■ J dp(*) = p£- 

E 

2 a . linealidad de la inteoral. Si f (x) y g (x) son integrables en 
E, mientras que a y P son números arbitrarios, tendremos que la 
función a / (x) 4- P g (x) es integrable en E, además 

|a/(x) + pg(x))dp(x) = a ^ /(x) dp(x) + p ^ g(x)dn(x). 

E BE 

3 a , aditividad de la iNTEOHAL- Si / (x) es integrable en E¡ y E¡, 
además £, fl E t = 0, entonces j (x) es integrable en E¡ U E, y se 
cumple la igualdad 

í /(x)dp(x)= J /(x) dp(x)-f C /(x)dp(x). 

BlUEt E| E, 

4 a . Si /(x) y g(x) son integrables en E, además / (x )>g (x) 
Vx£E, resulta que 

/(x)dp (x)> $ g(x)dn(x). 

B E 
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II. Pregunta» y tareas de control 

1. ¿Qué se llama partición de un conjunto medióle E? 

2. ¿Qué se entiende por sumas superior e inferior de la partición? 

3. Demuéstrese que si la partición 7 a se ha obtenido de la par¬ 
tición 7, = {£(,} con ayuda de particiones de algunos E k (es 
decir, desmenuzando 7,), entonces s r , ^ s t„ S t , > S T ,. 

4. Demuéstrese que s T , < S T „ s T , < S T¡ para cualesquiera par¬ 
ticiones de 7, y 7 S . 

5. ¿Qué son las integrales superior e inferior de Lebesgue? Demués¬ 
trese que / ^ /. 

6. Dénse las definiciones do la función integrable según Lebesgue 
y de la integral de Lebesgue. 

7. ¿Qué relación existe entre las integrales de Lebesgue y de Rie- 
mann? 

8. ¿Qué representa en si la clase de las funciones acotadas integra¬ 
bles según Lebesgue? 

9. ¿Qué es la partición de Lebesgue? 

10. ¿Qué se llama suma integral de Lebesgue? 

lf. ¿Se puede definir la integral de Lebesgue como el límite de 
las sumas integrales de Lebesgue? ¿En qué consiste la generali¬ 
dad y la diferencia de esta definición de la integral de Lebesgue 
en comparación con la definición de la integral de Riemann? 

12. Enumérense las propiedades de la integral de Lebesgue. 


III. Ejemplos de resolución de problemas 

Demostrar que la función de Dirichlet D ( x) (véase la fórmula 
(1) § 2) es integrable según Lebesgue en |a, ft] y hallar ^ D (x) d(i ( x). 

A i procedimiento. Puesto que D ( x) ^ 0, para cualquier 
partición 7 tenemos s T >0, Sj > 0. Examinemos la partición 7* 
del segmento lo, ¿>1 en un conjunto Q de números racionales y el 
conjunto Q de números irracionales. Para esta partición 


S T . = sup D (i) + sup D (x) nQ = 1-0 + 0- (6 — a) = 0. 

0 ? 

De esta manera el conjunto {$ T } contiene el 0. Por eso / = inf {S r } = 0. 
Puesto que todos s T > 0, tendremos que / = sup {s T } > 0, y, 

por cuanto / ^ /, obtenemos 1=0. 

Así, pues, 1 = 1=0. De aquí se infiere que la función D (x) 

es integrable según Lebesgue en lo, 61, además D (x) dp (x) = 0. 

[«.»] 

li procedimiento. Para cualquier partición de Lebesgue 7 = 
= {£j,} tenemos: iiE¡ = p ¡x 6 la, 61: 0 ^ D (x) ^ p, < 1} = 
= \ÍQ = 6 — a, I (i,) = 0 V 1, 6 fir. = l» £ s = . . . = = 

= P0 = 0; [iE„ = |i {x € lo. 61: 0 < y„_, < D (x)< 1} = p<? = 
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= O, / <?„) = 1 v !„ € E n . Por eso / (£„ &») = / (|.) »Q + 

+ / (£») |r@ = 0, es decir, cualquier suma integral de Lebesgue es 
nula. Por consiguiente, lím / (£*, £*) = 0, o sea, la función D (x) 
¿-•o 

es integrable en la, 61, además \ D ( x) dp (x) = 0. A 

lo.bl 

observación. Es sabido que la función D (x) no es integrable 
según Riemann en la, 6). De esta manera, una función integrable en 
el sentido de Lebesgue puede no ser integrable según Riemann. 


IV. Problemas y ejercicios para el trabajo independiente 

15. Sea / (x) una función del ejer. 12. Demuéstrese que / ( x) es 
integrable en el sentido de Lebesgue, pero no es integrable según 
Riemann en |0, 11. 

16. Anótense para la función / (x) del ejer. 15 las sumas integrales 
de Lebesgue y calcúlese \ / ( x) dp (x). 

1041 

17. Demuéstrese que la función q> (x) del ejer, 13 es integrable 
según Lebesgue en el conjunto D, y calcúlese jj<p (x) dp (x). 

D 

18. Demuéstrese que si una función / (x) = 0 casi por todo el 
conjunto medible £, tendremos que ésta es integrable, además 
$/ (x) dp (x) = 0. 

E 

19. Demuéstrese que si las funciones acotadas / (x) y g (x) son 
equivalentes en el conjunto £ y la función / (x) es integrable en £, 
entonces la función g (x) también será integrable en £, con la parti¬ 
cularidad de que ^g(x)dp(x) = jj/(x)dp(x). 

E B 

20. Domuéstrese que cada función integrable según Riemann en 
la, 61, es integrable en [a, 61 en el sentido de Lebesgue, además las in¬ 
tegrales de Riemann y de Lebesgue de semejante función son iguales. 

21. Demuéstrese la suficiencia en el teorema 5, es decir, demués¬ 
trese que una función acotada medible en un conjunto £ es integrable 
según Lebesgue en este conjunto. 

22. Demuéstrese que tiene lugar el criterio siguiente de integra- 
bilidad de las funciones en el sentido de Lebesgue (que es análogo al 
criterio de inlegrabilidad según Riemann): para que una función 
acotada en un conjunto medible £ sea integrable según Lebesgue, 
en este conjunto es necesario y suficiente que Ve>0 exista tal 
partición T de Lebesgue del conjunto £, para la cual es válida la 
desigualdad S T — s T < e. 

23. Demuéstrese que si una función / (x) está acotada y es medi¬ 
ble en un conjunto £, entonces el limite de sus sumas integrales de 
Lebesgue cuando ó 0 (6 = máx (y k — g*_x)l es igual a la 

integral de Lebesgue de la función / (x) en el conjunto £. 

206 



Respuestas e indicaciones 


Capitulo I 

1. • Recórrase al método do demostración por ol absurdo. 4. Supongamos 
lo contrario: sen la fracción dal tipo a„ a,a, . . . o* (9) ol resultado do división 
do un número natural m por otro número natural n. Entonces V? € N P > "• 
ol número mln ha de satisfacer las desigualdades 

a,, a J ... a 1,99 ... 9 < —< a oi «i a » + "i(ñr • 

p signos 

Por consiguiente, 

0<a 0 , a, ... + -^-<®c>• "I a ‘‘ + 

+T«r—«*. ‘i - a ft 89 9 = tóF' 

p signos 

lo que es imposible (expliqúese, por qué). La contradicción obtenida demuestra 
la afirmación inicial. 5. • Aprovéchense loa resultados de los ejemplos 1 y 2. 
15. Sea z un número positivo cualquiera y sean x l e y, cualesquiera números 
racionales que satisfacen las desigualdades 

0 < x, < x. 0 < y, < t. (.) 

Por lo tanto según la definición del producto de números positivos tenemos 
x-i = sup ,W, donde M = {(x,y,),). Como se infiere de (•). Vx„ y,0 < 

< (*,y,), < x, < x, es decir, x es la cota superior del conjunto M. Sea x < x. 
Como se ha mostrado en el ejemplo 1 del | 1, existe un número racional x* 
tal, que x < x* < x. Tomemos x, = x*. y, = i. Entonces (x,y,) r — x» 1 = *• 
y, por consiguiente, (x,»,). > x. Así, pues, para el número x vienen cumplidas 
ambas condiciones da definición de la cota superior exacta do un conjunto, 
es decir, sup M — x. De esta manera, V 1 > 0: *•! = sup M — x, de donde 
x-f = x. Si x — 0, tendremos que según la rogla do multiplicación de los 
números racionales 0-1 — 0. Si x < 0, resulta quo en correspondencia con 
la definición del producto de los mimeros reales x-t = —| x|-l. Pero como 
acabamos de mostrar, | x | -1 ■= | x |, es decir, x-l = — I * I “ x, 33. • Para 
x.x, . . . x„ = 0 la afirmación es evidente. Para x,x, . . . x„ s* 0 hágase 
y„ - x k /’{/ x,x, ... r„ (k = 1, 2.n) y utilícese el resultado del ejemplo 2 

Capitule II 

I. a) SI; b) no; c) no; d) si; e) no. 4. No. 5. • Es suficiente demostrar quo 
la sucesión {i„J no esté acotada. 14. • Si lím x„ = +<*>, entonces 3-4 > 0 

» —OO 

y el número S tales que x n > A > AT. Entro ■ . .. existe un 
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número mínimo. 15. a) *, = *,= -120; b> z „= 20. 20. a) Converge ai 
a > 0, p > 0, a < p o bien a < 0. para todo fl; b) converge, si y < 3/2. 
21. a) 0; b) 0; c) 1/3. t 

23. a) 1/2; b) 1/3; c) 1. • Represéntese la fracción ^ + <) - en forma de 

-jr--(*-l, 2 .n); <1) 1/4. • Represéntese = •" 

•■•+l^<^+iW+3^ e ' ,formades " =/+ ^T + ^br Vn - Pue3t0 

que V«>0 lím — { y— - n , tendremos pue V*> n 3^ ,al í ue V">/V se 

cumple la desigualdad (i/e) n /nl<l ó t/VrS<e. 29. < 1 + /l+4a)/2. 

30. a) (a+2i)/3; b) V~a\ c) — /a. 33. • d) Demuéstrese que; 1°) el conjunto 
U de los puntos limites de la sucesión está acotado; 2°) si inf £/=c, sup V = b: 
entonces c, »€ U; 3°) c= lím x„, b - lím x„. 35. a) Los puntos límites son. 

_ »— _ 

2 — 2 ; lim x. = 2 ; lim i„— — 2 ; b) los puntos límites son: 0 , 1 , 2 ; liro x n = 2 , 

' n—oo ¿ZZ _ n ““ 

lím x„=0; c) los puntos límites son: —4, 0 , 2, 6 ; lím i n = 6 , lim x„ — —4; 

n -“ 

d) los puntos son: — 1 / 2 . 1 ; l¡mx„ = l, limi„ = -l/ 2 ; e) el punto límite 

n-*oo n — tx 

es 1 ; líñT:r„=+oo, lím x n = — oo; f) los puntos límites son: 0 , 1 ; lím x„ = l, 
n—oo ( f "■*“ 

jími„=fi; g) los puntos límites son: —e— V- . ~ e + ~ 7 |-- e— *' e + ,; 

n—oo ' 

lím"í„ = e+l, lím *„= — e—- 7 =^; h) los puntos límites son: 0 , 1 / 2 , 1 ; 
lím x„ = 1 , lím x„= 0 ; i) los puntos límites son; 1 , 2 ; lím x„ = 2 , lím x n = 1 

n-oo _ "■** i-*» 

k) los puntos límites son: 0 , 1 ; límx„ = l, lím x„ = P; 1) no existen puntos 
n-oo 

limites; lim x„ = +oo, lím x„ = — oo. 36. Diverge. • Demuéstrese que 

1,1 

lím*,» =t= lím x,*.,. 37. • a) Utilícese la estimación de -jj- k<k — \)~ 

Al—oo k-oo 

=-j4n-r I*™ *> 2 ¡ d > bég» 3 * uso de la estimación de |*„. p — x„| — 

. n+p I n+P 

= 2 «**■>< Af 2 l?l*- A*- • En la definición de la 1“ sucesión 

fundamental hágase p*-l*' 39. • b) Demuéstrese que para e-1/2 y 

Vn |* b ~x,„|>1/2. 


Capítulo III 

2. • Demuéstrese que / (r) no satisface la definición del límite do la funcióo 
según Heine. 3. No. 4. • Para demostrar que lim / (x) para | a | # 1 no 

existe, aprovéchese la negación de lo definición para el limite de una función 
según Heine. 8. a) 1; b) 4/5; c) -1/2; d) 1; o) m. 9. a) 4/3; b) -2; c) i/4. 
10. a) 1; b) 5 ,0 /3”; c) 1; d) 1/f-X 12. a) No; b) 1/2: c) 1. 15. a) x = 0 es 
un punto de discontinuidad evitable; b) x = 0 es un punto de discontinuidad 
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de II especie.* c) i = k (k £ Z) son puntos de discontinuidad de I especie; 

d) en los puntos i = I y i» —11* función es continua, ios demás puntos 
son puntos de discontinuidad de II especie; e) x = — 1 es un punto de dis¬ 
continuidad de II especie; f) x = 0 es un punto de discontinuidad de I espe¬ 
cie; g) x = 1 es un punto de discontinuidad de I especie*, h) x = — t y z = 3 
son puntos de discontinuidad de II especie; i) x = 1 es un punto de disconti¬ 
nuidad ovitable; k) x = —1 es un punto de discontinuidad de I especie; 
1) x =- — 1 es un punto de discontinuidad de I especie. 17. a) a* = 1 + 
4- x ln a + o (z); b) e 1 =■ 1 + * o (x); - c) |l|j)« = l+ «-|.( (x); 

d) sh x <m x + o (x); e) th x = x + o (x); I) en x = 1 4- (1/2) x* -|- o (x*). 
19. a) No; b) sí; c) si. 20. a) La igualdad o (x+x') = o (i*) para / - 0 no en 
cierta. En efecto, por ejemplo. la función a(x)«* x >'* escuna infinitísima 

de orden superior que x+x* para x -► 0 ( puesto que l!m =oj , pero 

Uní & ■e oo, es decir, x y'^x gb o (i 1 ) para z -*• 0; b) no; c) si; d) no; 
efe!. 23. a) 25x+o(x), 25x+o(x); b) l-8x*+o(x‘), l-(l/2)z*+o(x«); 
c) l+2x+o(x); l-p/i+oO^i); d) -x*+o (x»); x-f-o (x); e) (1/27) x+o (x), 
-(1/27) Y~x+o(\r x) . f) l+x»In2+o(x»), 1+xMn 2+e (x*); g) -2x* + 
+o(x>), -2z* + o(x>); h) 1—(1/2)x+o(x), l + (l/2)x+o(x); i) Y~x + 
-ho(V^); k) 1+(* + 1/2) |x|) ln 5+o(x); 1) 1 -(1/6) x+e(x); m) -(1/2) x» + 
+o(x*). 24. a) (x-2)» + o((x-2)*); b) 1 + P (2-x)+o (2-x); c) z-2+ 
+ o (x—2); d) 1 —(1/2) n’ (z—2)* + o ((x—2)*); e) n (x*-4)+o (z-2); 

f) (2/35)(z-2)+a(z-2); g) 4 (1+ ln x) (x-2)+o (z-2). 25. a)l/2+o(l); 

b) l/(3x) + o(l/x); c) 5/2+o (1); d) UY^+»{UV^)\ l/^I+o (1/^?); 

e) 1 —l/(2z í )+o(l/x í ); f) l+(ln5)/x+o(l/x); g) -4/x* + o(l/x«), 4/x« + 
+ o(1/z*); h) l//¿+o(l/j/l). 26. a) l/3+o(l); b) (1/n)ln 14+o(i/n); 

c) l/»^+o(l//ñ). 27. a) 4; b) 1//1; c) 2/* d) a/m-P/n; e) 1; í) -1/12 

g) 1/a; h) 1/2, V 2/3, 1; i) 0; k) O, si a<fc; +», si a>6; e** 1 / 6 , si a — b 
1) 1 ; m) 1; n) Vb. 28. a) a/m+p/«; b) -19/3; c) 1/324; d) -4/9; e) 3; 

f) lna; g) e"*; h) 0; i) 0; k) 0; 1) e"* ,/2 ; m) e** 1 . 29. a) —2; b) a° ln(ea); 
c) 2a/6; d) a*ln»a; e) -2; f) e«; g) -n>/4; h) e‘-«; i) 0; k) ln2. 30. a) 2; 
b) 4/3; c) 7/4; d) -ln 2; e) ln (a/e); f) lna; g) 2: b) 45/91; i) e'’" 0 '; 
k) e 2a ; 1) e; m) 1 / 2 ; n) 1/2. 


Capitulo IV 


1 . a) 


-|-<Az<4-, 


Ap = aresen (- 5 -+ AxJ — 3 -, 

= ln(l + -y-), -2<Az<+oo. 2. a) 1; b) 2x 0 ; 

; d) 0; e) 1/2. 3. a) », > v, para 0 ^ t < 1/2, 


c) Ap= 
c) »'(4)« 


.. 1 

= lira -- = -r\ 

ex-o a ’ 

para í = l/ 2 , para *> 1 / 2 ; en ( 0 , M B| m ed = u, m «i = 1 , 

en 11 , 2| v¡ ¡aH—l < 3=>i' t me< i". b) ui=»,=0 para t=0, i>,>w, para 0 <t< 
<2/3, i/« = t» a = 4/3 para (=2/3, o, < u, para 02/3; en [O, 1] i>, mB) = 
=1, en U, 2)u 1IMa = 3<7=i> ímtí ; c) »,>u, para lsSÍ<4, 


m«d=l, a» 11 , 2)B. mM = 4<7=B lme u; C) v f >v, para l=£f<4, v,-- 
11 , = 1/4 para ( = 4, o, < i>, para (>4; en (1, 4) ir, me <i = (1/3) ln 4> 1/3= 


14—0151 
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= o»medí en U, 25] n, med = (1/24) ln 25< i/6 = v, med . 4. a) ¡j=x; b) y = 

= 2 *—i; c) *=o-, d) »=-f *-! " T~T • 5 - “> ("T— ^ 

h , / 1 e x. . / e-V3n 6- V3n \ 1.1 

b) ( e-1 • e -1 ) ’ ( 6 (2-/5) ’ 6(2--/3) ) ' ' P 2 ,+ 2’ 

V=-j-z+ 1. 7. a) /'(+0)c»l, /'(—0) = —1; b) /'(1+0)=/'(1-0)- 

—(1) —1; O) /'(+0)-/'(-0)-/'(0)=0; d) /' (+0)s»l, /' (—0)= —1; 

e> /'(+«) = /'(-0) = /'(0)=0; f) /•(.•t/2+0)=/'(n/2-0)-/' (ji/2)-0: 

g) /'(l+0) = e, /' (l_0)-= —e. 8. •) 2*; b) (x>0); c) -¿(x *0); 

d) lyi+iTTi 

t) (2*-) ln2; g) eos x-|-seu x, y' (0)-i, y'(n/4)-h)l/(sen*xx 

X coa’ x) (x =£ iui/2, n g Z); i) 0 (arcaen x + árceos x = n/2 = const); 

k) 0 (arctgx+arcctgx = n/2= const). 9. • Represéntese (u(x)¡'<*> en forma 
de e* < *> ln “ 0 ‘ ) y utilícese la fórmula para la derivada de la función compuesta. 

,0 - a) ' 1 


V(*>0); e, ±^ T(X> 0 ) . 


•(*<—«. *>«); 


/**-a* 3 s /(i! + 1 )í ’ 

b) , - st . rr - - Ti-- - - -¿j- - (1 + ~ 7 ~) 1 (x>0), —sen*X 

iVH+VxTfii L *v-+»^ v 2/x;j' 

X sen (2 eos x)—cosx sen (2 sen x); c) eos (sen (sen x)l eos (sen x) eos x; 

Ti?#" ' (-e■¥••■»); (—.+ -¿ r ) 

(x + nn; ngz) ; d) e* (sen x-feos x); 2e xl (icos 2z—sen 2x); 

e* [/+/ ( 1 di +t)] < i>0): e) **(>»*+i)(*> 0 ); 1 TK I lf n( nr x )T 
<*>e); *rrsr < x < —*>“): *> 4-<* °)1 -p*====-; etgx( 2 « n < 


<x<n+2nn, ngZ); g) -i- eos (ln x) (x > 0); 




(—a<x<a); 


■3T3 -5 h) arc, «TÍr _arc ‘ gI = { —3n/4 para x>l; 

i) . ^^ 1 - r _x -(x< —1, x > 1); sgncosx ngz) ; 1 (x y-f 


+*». „gz); k) 1 (—1 <*<i); i; i) (T+ a a) ^ +6 %) (»>-■»)! 

/a»—xi(-a<x<a); m) -2I—2LL (o < |x| < 1 ); -p4=4=- (x > 1); 

, x a resen x , __e* . 1 . ,-icosx-l s, 

n > vr^¥ <_ tíw 0) (Mn ) v * 

X (eos* x— sen* x ln sen x) (2nn <x< n-f 2nn, ngZ); ~ j ~ ( 1 —b 
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+ nn, n£z) ¡ - p) cthx(*>0); thx/lnlO; 1/ch 2* 

i/thx (x>0). 11 . a,(,.+*• *0); b) I 


.. y ^ i +Vpi ,T 1 T ' " ' 9$ln*(p 

c) 2xf (x') /■(*->) (I & 0); d) /'(/(*))/'(*)• u. a) No, (uv') | »0; 

b) sí, (mO'l*— i = l/2: c) si, (uo)'lx— , = cosl; d) no, (m>)'| 1=0 =0; e) no, 
(«n>)'lx—o= 0 * 16. 1. a) Sí; b) no. II. a) No; b) no. 10. No. 17. • Examínelo 
(x+x*+...+x")'. 18. a) -oo«<®, /'(x) = 2í/l!,_ I =.2x, /(*) = 

= x*(-oo<x<oo); b)0<l<n/2, /' (x)=(aen* »)7(cos* I)' ” 

|rwo. i^n/2 

= -1(0<x< 1), /(x) = l-x (OsJxíJI); c) /'(x)= 

fe coa I _fe coa t I _fe x 

~ — asen» Mitra (x/o). — o 

1*0. !*-i |l*0, lian 


X(— a<x<a), /(*)=—Y a*—x* (—o<x<a),la tangente: x=o, la ñor- 


(x > o). 


mal: y=0; d) 0<l<oo, /'(x)= I = —- _Ü_ (x > a), 

' ■ w ashí |o<t<« a V^a*—a* 

/(x)=*-j- la tangente: x = a, la normal: y=0; f) —oo <*< 

2p*í | __ 

<oo, /'(*)=—— = 2x, /(x) = x*(0<x< oo). 22. a) |V| = /18, 

e< |Min x 

co s Ar = coar=i/V , 'Í8, cosZ = 4//Í8; b) |»|=/«í+ÍT coa X= 
= —fl/1/■«* + !»*, cosr=0, eos Z=hlYü , +h , \ c ) | V| = V' 14, cosX= 
= 1//I3, cobY=2/VTÍ, cosZ=3/I^Í4; d) M = 2,9, cosX = 4/29, cosy = 
= 25/29, cosZ = 10 /S/29. 23. a) dy= Ax+« (Ax) Ax, donde a(dx) = 

{ e Al — 1 — Ax . 

Ax *** ’ b) Ay=a (Ax) Ax, donde a(Ax)= 

0 para Ax=0; 


0 paro 

sen (n/2) + Ax—1 


- para Ax * 0, 

0 para Ax=0, 

aretg Ax — Ax _ . , „ 


c) Ay = Ax+a (Ax) Ax, donde o (Ax)= 


í para Ax*0, 

=< Al 24. Ay-Ax + 2(Ax)»+(Ax)*, dy = Ax; 

l 0 para Ax = 0. 

a) Ay =0,010201, dy=»0,01; b) Ay-=0,121, dy=0,l; o) Ay=4, dy=l; d) Ay» 
= 48, dy-3. 25. d«-5A»+2Al», d« = 5Aí; a) Ax=0,52, dx=0,5; b) A« = l,08, 

d» = l; e) Ai-7, d« = 5. 26. a) -^7=-(x>0); b > ~ir (* "): 

c > yfef - d) 7r=r<**± , >: e) ( ° < * < o); 

f) ia ^ a . i 8) (l+2x)e“dx; h) xcoaxdx. 27. a) dy| I1=0 = dx, dy| M aadc; 

b) dy|*_ 0 =dx, dy| JM _i = -g-dx; c) dy|,_<=dx, dy|„., = edx; d) dy|j_,= 
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=-?pdx, dtfljt_, = 0; e) dylx^, = 0, dy| I— ,=-§■***• 29. Las igualdades 

b) y c). 30 . 8) —0,8747; b) 0,5121 rad., 6 29°20'; c) 1,04; d) 1,0033; 

e) 0,83 rad., 6 47*84'; I) 1,2. 31. a) 2,08; b) 3,9981; o) 2,0045. 32. a) (12x— 
-8x»)e-*’; b) —a'»senox; c) d) 12x/' (x*)+8x»/- (*«): e)e l/ '(c I ) + 

+ o 2 "' (e*>; 1) qT (*) /' (<p (x)) +3q>' (x) f’ (x) /' (<p (x)) + q' 3 (x) /“ <«p(*))i 
g) ~ 1 ¡í/ f- (l>0)i h) ( * + 1)1 *> 2“ ( z * sen 2x—20x eos 2x - 

—95scn2x); k) 5“ (5x>-12fix) sen 5x-3-5» (75x*—182) coa 5x; 1) — 

(x=jt -1); m) 4-30! [ + {z 2i^ ] * ±«¡ n) 5“(5r + ll)e“; 

9 , (-l)-‘(28-3)11(4-)" 

o) »> -(-*+!■>0); 

(üx+6) 2 


b> < - 1) ";:g7^ ) - nl ■» -2-coa(2x +B -“); 

d) 2"-‘eos (2x+n-4-) ; e) sen (x + n )-sen (3x-f- a ; 

f) -|-c 08 (x+a-?r)+'T c03 (Sx+n-^ - ) ; 8> -y (ct— ^ cos ~ P) * + 
+ '"T] - T (o+P)no “ [(“+P ) *+"-y]: h > -|- (a -P ) " C0S [<“ _P)l+ 
_ *'"'t]‘*‘T ( o+P) " C0S [< a + p)l + n T - ] : 11 a "" I [ 0I8en («+»4r) + 

+ nsen (ax + ln-l)-^-)]; k) a"-* [n»x*cos (ax + a-2-)+2aaxcos (ox + 
+ (n-l) ■—) +a (n-l)c<» (ox+(»- 2)-5-)] : 1) fc"-*e** i(«x*+6x+c) *«+ 

+ (2ax + 6)8*+8(8-l)o]; m) (-l)»-‘a"(8-l)l [ (a T+5 F~ («S = l*í 1 


(^Í^->o) i n) xchx+ashx, si a es impar; xsUx+achx, si a es 

par; o) x*shx+2nxchx+a(n — l)shx, si a es impar; x*chx-)- 2 nxshx+ 
+n(n—l)cbx, ai a es par; p) a»al 34. a) /*<x)-2; /-(x) = 0; b) /'(x) = 

-I "(*)=": c > f (*)“ - ( T . r <■>“ — : d) r W“ 

= (jt * _„!)•/> i /"(*)= • e) 1 (x)= " 4oaen‘(7'2) ’ í ' (l) = 

= donde í = ®~ l (i) es la {unción inversa a la {unción i= 

4fl* sen 7 (l/Z) 

«=a (I—sen t) (I =£ 2na, a € Z); f) f (x)= 2, /" (x)= 0. 35. (/-»(y))'*= . 


(/-Mar¬ 
cos X= eos y =0, coa Z ■= 1; b) 


3f*(x)-('(x)/- (x) 
/'“(*) 

|r'(n)|=l, cosX = 


36. a) | r* (2) | = 2, 
1, eos y = eos Z = 0; 
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c) \t‘ (1)1=2/10, cosX = 0, co*y=l//lO, cosZ = 3//I5; d) |r'|(2,5)| = 
= /64i/2S, coa X =—4/1^641, coa y=25//64i, cosZ=0. 37. a) 6d*>; 

b) i67il d |* T ;a (l>1 >' c ) —<*) (10 coa i — x san i) di'*. 

38. a) oh x dx", si n es impar; sh x dx n , ai n es par; b) a n ab (ax) d* n , ai n ca 
impar; a n chaxdx n , ai n ea par; c) (—1)"~* 2 (i»—3)1 ^f_, (x>0. n>3). 
40. <p (x t ).nl 

Capitulo V 

I. 27*-9*>+9x»/5—*77. 2. 4 (**+7)/ (7 y''*). 3. In | * | — 1/ (4**). 4. *+ 

+ 2,n |^|- *• “1^(4)*+^ (i)*- 6 ‘ *- th *. 7 - orc * n * + 

43c gX 

+ ln(*+ V 1+**) 8 -líT+' 2 1H6— l ñ~ 9 ~ ■ 9.(—coa* -faenar) zgn (coa x+ 
+aenx). 10. (1/22) (2*-3)“. 11 . —(2/5) /2-5z. 12 . ( 1 / V%) arctg (x yTt/T). 
13. (1/ /3)ln | * /3+ /3x>-2 |. 14. -y ctg ( 2 * + -^) . 15. tg(*/2). 

16- tg(-|—£-) . 17. (1/4) (1+*»)*/*. 18. (1/4) arclg (x*/2). 19. 2arctg /í. 

• Utilícese el hecho de que = 2d ( V / x). 20. — arcaen (1/| * |). 

21. 2 6gn xln (/ITT + V\ l+* I) . *(l +*)>0. 22. -( 1 / 2 ) 8 -**. 

23. (l/3)ln«x. 24 . (1/8) sen**. 25. (3/2)/l-sen2*. 26. -(1/ /2) x 
Xln/2cosx+ /cos2z |. 27. ln|tg(*/2)|. 28. ln| th (x/2) |. 29.0,5 (arctg *)*. 

tt T W S' 3 ‘- ~ 321 -(l/15)(8+4**+3*‘)X 

( 2 4 2 \ 

— y—ysen* *+-jj- aen*xy /sen 5 *. 34, —*—2e-*/*+ 

+21n(l+e*/*). 35. *-2 ln (1+/l^N* ). 36. (a rctg yT)«. 37. 0,5[*X 

X Va' — **+«* arcaen (x/2)J. 38. —o \í 1—+o arcaen (x/a). 39. 0,5x 
X[x /a»+i*_a«ln(x+ /a*+ x»)l. 40. /* »—a*— 2a ln (/*—a+/x+á). 
si *>a; — /¿»—o* + 2aln(V— z+a +/—x—a), al *<-a. 41. 

I»l *+ /**+a* |. 42. In | *+ V^'—a' |. 43. x(lnx-l). 44. j *»/*X 
X (ln'*-yln* + f) . «. -0,5(x* + l)e- 1 ‘. 46. l ~£ x ' coa2x+ 

+ |sen2x.47. * arcaen *+48. ■ -, D | J±V*=^ |, 

49. ln tg (x/2 )—coax l n tgx, 50. 0,5 [(!+*«) (arctgx)»—2x arctgx+l n (l+x*) |. 
51. / 14 -x* ln (*+ vT+x*)— x. 52. 0,5 (* yx* ±a* ± o* ln | x+ V x’±a*|). 
53. 0,5* (sen (lnx) + cos(lnx)). 54. — ° ÓX e°*. 55. (l/8)a**(2- 

—sen2x-cos2x). 56. ln | *-2 |+ln | *+5 |. 57. *+(1/6) ln | x | — (9/2) X 
Xln| x—2 | + (28/3) ln | x—3 |. 58.- +41°[|^||. 59.arctgx+ 
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,5 . x’+l 
+ ¥ ln 'ii+r- 


-jig—aret* (*-?>. 6,. 11D.- WV + 


—i=- arctg 21 i - 1 . 62. i ln -i- arctg x. 63. X 

vi /3 4 *+i 2 ° 4/2 


*+* ^2+1 , 1 


1 , x*4-*+l , 1 


xln + T7f erctg “^ 5_ - M - T ln ?^I+7+ ri 7| X 

x ‘—1 ^ x*4-2x + 2 8 2 

X arclg g Jg - . 65. |-ln-- 5 —(— 5 - arctg (x + 1)— -5 arctg (2x+1). 


* r ' ° **+*+i- 

1 . 1 +* /!+** ,1 .11 . _ 1 
6 ‘ T7fl-r/3+x. H-y arclg x+-g-arclg x>. 67. - - 

3 3 _ 1 ^ 1 («»+!)» 1 

97 (x— 1 )*’ 98(x—!)•• 99 (x — 1)*" * 12 x*-x»+l ' r 

+ i"«'* + 17f m * j yr -- 69 - 4 +T 70 - 7 x 


1*1’ .. 1 X»—1 „„ 1 , X*—*’ V7+1 

x 1” (!+*»). • Tí. Vl «rclg xV - .72. iV - ln Vi+i . 

73. arctg x+i-arctgx*. 74. b n { i + y x y (Zv^Vx) 1 

~ arctg 4 ' 'vH ~* TO ‘ n . 5 ( 1 *— 1 v**—i+io 1 *+ 1 1). 

76. — y]/^|^. 77. 21 y 3 /x«+x+l —yln(y+x+/x’+XT-l) ■ 

78. -ln | 2 -*+ 2 ^*+*+l j 79 . fl + i n(j+ i +fl) _/2 x 

x ln| J+ 2 +/ 8 w |. donde i,-yFM+S. 80. - »+W ¿- X 

x /l + 2x-x»-4 arcsen^. «• (h'~ W' , ++ 

+4) ^ T + 7 ’-^ ln <*+/«+*>• «• —¿T »^+ 1 +T X 

1 + V x J 4-1 2 x*+l ,_ x —1 V "2 

Xln-pj-j-. 83. — 33 — V*’—1. 84. arcscn -^rx -g—arctg X 

V'2+2x-x» 1 . V 6 +V 2 + 2 x+x> „ * » 

X ,1-x) /2 PT ,B V6-V2+2X-X’ • 2 yi+? + 4 /2 X 


VT+Z+z VI 1 *—3 

v7aT7»_i /s • 86 - 7 arc9cn r*^m 


^i+7._x/2 1‘ - 2 —“|x_, IV /5 

1 . |3x+l-2/*’-*-l| _ 2(x—1) _3_ 

“T to |- 7+í -1* W> 3 / x’ + x+l • 881 ¿(2*+‘) + 

-t-y-ln , 3 ,*^.) ,, ■ donde x = x+^ x’+x+l . ;89. ln ||-2arctgí, 
l + Vl-2x+x» „„ 2(3-4.) ,2.| yl+l+2f I 


donde «= 


(3—4*) , 2 , /5+1+2. 

-«-**) + 5 ^5 lD /5-1-2. 1 
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donde 


*-» —*+V* (!+*)• 91 --arcsen . • Hágase l=x+ 


+7- 92 - -W 1 ” 


, |. # Hágase ,=*-1.93. (5/,8, x- 

—(1/4) sen 2x + (3/64) sen 4x + (1/48) sen» 2x. 94. (1/16) x—(1/64) sen 4x + 
+ (1/48) sen a 2x. 95.1/ (3 eos» x) - 1/cos x. 96. (1/4) tg* x—(1/2) tg* x - ln | eos x |. 

97. -2 V«Tx+[VS) V'tF*. 98. In-JrTTlíí-jTT* 

, VI 

Xnrclg 1 . donde s=tgx. 99. (</4)x+(l/8)sen2x+(l/16)sen4x+ 

+ (1/24) sen 6x, 100. — (3/16) cos2x+(3/64)cos4x+(l/48) cosOr— 

1 3tg-j + l 

- (3/128) eos 8x + (1/192) eos 12x. 101. arctg- 


-. '102. a) 


2 * x\ 1 e+cosx+V'e*—1 senx 

arc,g ( y 1 + e 2/' Ve*—1 “ 1 +ecosx 

l03 ' *~"íh"" C ‘ 8(|/T ‘ 8 * )- 104 ’ ~F ln -pT^BX 

/ 2cosx—senx \ /I „ \ 

X ( /3leDx i' ,05 - a * ct « (t 1 ® 2 *) • 


Capítulo VI 


2. a) Sí; b) no; c) no; d) no; e) sí. 4. a) No; b) si. 8. n) inf /(x)=0 

(0, 4-oo) 

no se logra, sup /(x)= 1=/(1); b) inl /(x )=0 = /( 0 ), sup /(x)=100= 
(O.+oc) f-5.to] [-5.10] 

= /(10); c) inf / (x) = 0, sup / (x) = .-i /2 no se logran; d) inf /(x) = 

(-■», +oo> (-». +oo) [0. n] 

= — l = /(n), sup /(x)= 1^2 = /(n/4); e) inf/(x) = 0, sup /(i) = l/2 no se 
, to. O] (0. 1) (0. 1) 

logran. 13. a) 4; b) 2; c) 8/(3n); d) 2/n. 17. a) 6 (e) = e/ |fc|; b) ó(e)=e/75; 
c) 6 (e) = e; d) fi (e) = e* lo e. 18. a) Es uniformemente continua en (1, 2), pero 
no lo es eo (0, 1 ); b) es uniformemente continua en (0,01, 1), pero no lo os 
en (0, 1); c) es uniformemente continua; d) es uniformemente continua; e) es 
uniformemente continua. 22. /(x) = arcsen x en ( — 1, 1). 23. De la continuidad 
uniforme de /(x) en ja, b) se deduce que en los puntos a y 6 está cumplida 
la condición de Caucny sobre la existencia dol límite de la función. Por eso 
la función /(x) puede definirse adicionalmente cu los puntos a y ó de tal 
manera que resulte ser continua en (a, fc] y, por consiguiente, acocada en 

b 

( — oo, +oo); crece en ( — 1, 1), decrece en ( — oo, — 1 ) y (1, -(-oo); d) crece 
en ( — OO, +oo); e) crece en (2nn —2n/3, 2nn+2n/3), decrece en (2nn + 2n/3, 

2nn + 4n/3), n£Z; f) crece en ( ¡n-l 1,6 ' 2n+0,5 ) ■ " €Z ’ decrcce en 

(-OO, -2), ( j 05 . n*0y(2. +oo); g) crece en 

(0, 2/In 2), decrece en (—oo, 0) y (2/ln2, + oo); h) crece en (0, n), decrece 


4-ool ; b) crece en 


Ja, 6). 27. Decrece en ( —oo, — , crece en ( 
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en (n, + oo). 29. Utilícese el método del ejemplo 3 § 3. 32. c = f/2 6 1^2. 
34. • Empléese el método de! ejemplo 5 { 3, 36. • Recórrase al teorema 6 
y al resultado del ejer. 23. 37. No. 38. Examinemos la función g(x) = /(x)— 

—— o). Esta es continua en [a, 41 y diferenciare en 

o —a 

(a, 4), además g(a) = g(4) uesto que /(*) no es lineal, entonces g(x)^0 
y, por consiguiente, g' (x) ^ 0 en (a, 4). De aquí se deduce que 3ci, (a, 6) 
toles que g' (c¡) > 0 y g' (c¡¡ < 0 (expliqúese, por qué), de donde /' (c,) > 

> y /' (cj < . i M ' p or | 0 tgQtg eI| un0 d t , l os puntos 

o —a 4—a 

c ( tenemos | I'(e¡) | >| 1 | ■ « decir, 1 / (4) — / (a) | < | /' (e ( ) 1X 

Xl 4—o I. 40. • Utilícese el resultado del ejercicio 39. 41. 0. 42. 0.43. <x/(f. 
44. -2. 45. 1. 46. 1/2. 47. -1/8. 48. 1. 49. 0. 50. 1. 51. 1/6. 52. 0. 


53. a° (lno—1). .54. e 2 ' n . 55. 1/e. 56. 1. 57. e"V*. 58. e" 1 /*. 59. 1/2. 60. 1/2. 
61. 0. 62. -e/2. 63. a". 64. 1. 65. a) 1|-+•..+(-!)" -£j- + 

+o(* n ); b) l + 2x+x*—|x»-|.x‘--i-x‘-t-e(x‘); e) x—y+a(**); 




+«(*'»)■. 8) <** h > ‘-T I+ T I ‘+W lS + 

+o(x»), 66.a)l+2(x-l) + (x-l)«; b) H-(x-l)_-1 (*-l)*+-¡j(x-l)>+ 


+o((x-l)>); c) 1-jp(x-l)*+-^-(x-l)*-i-o((x-t)‘). 67. a) Menor que 

1/3840; b) menor que 2-10-'; c) menor que 1/16. 68. a) 2,080; b) 3,08000; 
c) 0,3090; d) 0,01745241; e) 0,095; f) 1,22140; g) 0,99452. 69. a) —1/12; b) -2; 
c) 1; d) -1/4; e) 1/2; f) 0; g) 1/3; b) 19/90. 


Capitule Vil 

En los gráficas de las funciones (págs. 217—222) los puntos extremos se de¬ 
signan con «círculos» (O) y los puntos de inflexión, con «cruces» (X o +). 

Capitulo VIII 

I. a) «= 2 Alt = 2 ( 2 H — ” 1 S<= 2 M t 6*1*= 2 ( 2 + 

f-1 i-l 1-1 1=1 

b) »= 2 2C-D/"-^.; S- 2 2‘/»-^-- 2. a) 3; b) -j- ; 


3m«»—2 m *i 

q 


i-i i-i 

I Empléese el hecho de que el punto x=0 es el limite 


de los puntos de discontinuidad. 6. a) Sí; b) no; c) no; d) si, teniendo en 
cuenta la observación aducida en el p. 4 del 5 ti e) sí; f) no. 7. No; sí; no; 
sí. 9. a) Sí; b) no. 10. a) 2/n; 0; 0; (2/n) eos q>»; b) —1; —1/3; 1/2; 0: 1. 
11. 2/3; (1/15)10*/*; (1/150) 100»/*; b) 10; c) (ifflcM?. 12. «tai— 
donde i> 1 = 2gAesla velocidad final del cuerpo. 13. (J/2; (J/2; fJ/2—(1J/2) (1// 0 )X 
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Cora el e)er. 20 Po™ «■ eje - - 21 Pora el e)er. 22 




(o.o),-éunio anguloso 



Pora el ejer. 23 






Pora el eyer. 27 



• Pora el ejer. 28 
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punios fle retroceso 





X(774n) [sen( 4 n<o/r+ 29 )—sen 2$), ¡5/2. 14. a) 0; b) sen (4’); c) —sen (a*); 

d) 2a yT+i‘; e)2x /l+r*; f) 3i*/ /i+x»—2a/ Vl + x* ; g) 3i*/ vTfá*— 

*• 

-2a/ /l+x* ; h) 3a»/ /Í+** ; i) 3<»/ V1 + í» ; li) 0; 1) — ( a (a» + 

í» 

+ i*)-»/»da + 3a«/ V'a'+a'» . 15. a) 1; b) 1; c) n(2sena). 16. a) n /2; 
b) 2/3. 17. 5/6. 18. a) 0,5 ln (e/2); b) 4n; c) 1. 19. a) 1/6; b) (1/ /2) X 
Xln[(9+4 /2)77]; c)2-n/2; d) n*/4. 20. No. 21. a)Sí, n/4; b)sí, ji/4; c)no, 
en este intervalo está alterada la condición del teorema 4: 0<sent<l. 
24. a) 0,5 ln3—n/2 V3; b) (5/27)e»-2/27; c) 4n/3— /§; d) 2a(1/ /3- 

-1/2 /2); e) 1/6; 1) n»/6-n/4. 27. a) 2 ( ^' +n)¡ ; b) 0, ai n es 

un número par; n, si n es nn número impar; c) n/2"; d) (n/2") sen (nn/2). 
28. a) (8/27) (10 /ÍÓ-1); b) (e* + l)/4; c) lntg(n/4+o/2); d) 4o [1+ /3 x 
X ln (1 + yl)/ V ¿í; e) 6 u; f) 1 + [ln (1 + /2)]/ ^2'; g) 32a; h) na /l + 4n» + 
+ (a/2) lo (2n+ /l+4n> ); i) 8o; k) 3na/2; 1) 19/3. 30. a) (ai>/2) [arcsen (a,/a> 

- arcsen (a^/o)] - [4/(2a)) (a, \T a nTTj-a, V^Tj); b) 9/2; c) 1/3 + 
+ 2/n; d) 4a»/3; e) 0,5 ctb (n/2). 31. a) (a»/3) (4n> + 3n); b) 6na». 32. a) 3na*/2; 
b) na*/4; c) Un; d) 2/3. 33. a) 3o»/2; b) a». 34. (jiA/6) l(ZA + a) B + 

+ [A + 2a) 4|. 36. a) 2a4c/3; b) 4no4c/3; c) 8na4c/3; d) 16a*/3; o) 2na»/3 — 

— 8a"/9. 37. a) 3na4»/7; b) 16n/15; c) 8n/3; d) n»/2; e) 2n»; í) 5n*a»; g) 6n»a». 
38. 2a>; na»/2. 39. (»»/8) [ /2 + 5 ln (1 + /I)|. 40. 44»/6; 4fc s /12. 41. M x = 
= na4»/4; M v = na»4/4. 42. 3RM/16. 45. 4n*. 46. a 0 - [a aen o)/a; y„ - 0. 
47. x„ = 9o/20; y„ = 9a/20. 48. a 0 = 0; y 0 = 0; i 0 = 3a/8. 49. 9 „ = 0; r 0 = 


Capitulo IX 

1. a) Es suficiente a cada número n del primer conjunto poner en corres¬ 
pondencia ei número 2a del segundo conjunto; b) la función y = (4 — a) x + a 
realiza la correspondencia biunívoca entre los elementos de los segmentos [0, 1) 

y la, 41; c) la función y = tg n ° ^ realiza la correspondencia biuni- 

fl) 

voca entre los elementos del intervalo (a, 4) y la recta numérica R. 2. b) Los 
elementos de unión de la cantidad numerablo de los conjuntos numerables 
{*/)• (ytJi {»;). (U|)i (vj). • - .. (»(}, ... se puede numerar según el esquema 
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siguiente: 


/ / s / / 

y. y 2 y 3 y, Hs 

\' / / / 

VVV" Zs 

u, u 2 ' u 3 u 4 u s 


"'y * 2 




4. • a) Empléese el método del ejemplo 2 del § 1; b) utilícese la igualdad 
A = (A\,B) + AB (véase el ejer. 5) y el resultado del eier. 4 a); c) recúrrase 
al resultado del ejer. 4 b); d) hágase uso del resultado del ejer. 4 b). 5. a) De¬ 
mostremos que: 1°) todo elemento z del conjunto (A -(- B) C pertenece tam¬ 
bién al conjunto (AC ■+■ BC); 2 o ) a la inversa: todo elemento z del conjunto 
(AC +• BC ) pertenece también al conjunto (A -j- B) C. 1°. Si x g (A + B) C, 
quiere decir que x 6 (d + B) y x € C. Ya que x g (A + B), tendremos que x 
pertenece por lo menos a uno de los conjuntos A o B. Sea, por ejemplo, x g d. 
Entonces x g AC y, por consiguiente, z g (dC -j- BC). 2°. Si z g (dC + BC), 
resulta que x pertenece por lo menos a uno de los conjuntos AC o BC. Sea, 
por ejemplo x g AC. Entonces x g d y x g C. De esta manera x g (d + B) 
y x g {A + B) C. 6. Demostremos que todo elemento x del conjunto L) A k 

pertenece también al conjunto fl A*. Si x g J A¡,, tendremos que xg Udj, 

y, por consiguiente, x g A k Vk. Por eso x g d^Vá, lo que significa x g H A*. 


Queda por demostrar que cualquier elemento x del conjunto HA* pertenece 

también al conjunto IJ dj. Hágalo por su propia cuenta. 7. Si suponemos que 

cierto punto x g G no es un punto interior do G, entonces x resultará ser un 
punto limite do E (expliqúese por qué) y, por consiguiente, xg E. Pero eso 
resulta imposible, puesto que GE — 0. Así, pues, todo punto x g G es un 
punto interior de G, es decir, G es un conjunto abierto. 8. • Utiliceso el 
hecho de que Q 4- Q = !«. M y (iQ = 0 (véase el ojemplo 4 del § 1); de 

S i p<? = b — a. 9 y 10. • Hágase uso de la definición de conjunto me- 
e, 12. • a) Empléese el método aplicado en el ejemplo 1 del 5 2: b) uti¬ 
liceso el resultado c) del ejemplo 5 del § 1: c> aprovéchese el resultado o) del 
ejemplo 5 del | 1. 13. • Examínese la función p (i) = x en el segmento 
10, 1] V empléense las propiedades 5* y 1* do las funciones modibles. 15. Lo 
intograbilidad según Leoosgue se deduce de la mensurabilidad de / (x) (véase 
el ojer. 12 a). Para demostrar que / (x) no es integrable según Riemann en 
[0, 1), es suficiente demostrar que las integrales ¡nforior y superior do Dar- 
boux no son iguales: I I. Examinóse la partición arbitraria de (0, lj en 
segmentos parciales y iTemuéstrese que para aquélla » = 0, S_> 1 — a (* y S 
son las sumas de Darboux). De aquí se infiere que / = 0, / > 1 — o > 0. 

16. ^ / (x) dp (x) = 1 — o. 17. ^ 9 (x) dp (x) = (1 — o)/2. 19. • Anóteso 

10 , 1 ] D 

la diferencia / (*) — g (x), aprovechando para esto fin el resultado del ejer. 
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18. 20. • Utilícese el hecho de que el conjunto de todas las sumas inferiores 
(superiores) integrales de Darboux que se obtienen al dividir [a, 6} en un 
número finito de segmentos parciales, forma parte del conjunto de todas las 
«urnas inferiores (superiores) integrales que se obtienen al dividir (o, 61 on 
un número finito de conjuntos mediblea disjuntos dos a dos. 21. • Hógaso 
uso do que para la partición de Lebesgua T del conjunto F. so cumplo la 
desigualdad S T — i T < épE, donde ó = máx (y„ — y*.,), as! como de 

I 

que l — _/ < S T —i T . 22. • Para demostrar la necesidad utilícese el hecho 
de que paro la partición de Uebesgue T del conjunto E se cumple la desigual¬ 
dad $t — »t< 8'1*£. donde 0= máx (y», y*-i). Para demostrarla 

suficiencia recúrrase a la desigualdad I — l_^S T — t T . 23. • Empléese 
el hecho de quo cualquier suma integral de Uebesgue 1 (£'*, £») de la parti¬ 
ción de Lebesgue T — (£ A ) del conjunto E satisface las desigualdades t T 
< 1 <£». £a) < S r , asi como do que S T — i r < 6 • pE. 
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